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Einfiihrung

Dieses Vorlesungsmanuskript beschiéftigt sich mit der Thematik der ‘Gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen’. Differentialgleichungen (kurz: DGL) sind Gleichungen der Form

y(t) = fltyt) (tel), (1)

wobei f € C°(I x G;R™), G C R™ ein Gebiet ist und I ein offenes Intervall ist. Im Falle
n > 1 spricht man auch von einem Differentialgleichungssystem.

Solche Gleichungen beschreiben — wie wir noch sehen werden — allerlei Zusammenhénge
in Natur und Technik. Eine Funktion y € C'(I; R"), die (1)) fiir alle ¢ € I erfiillt heiBt Ldsung
der Differentialgleichung auf 1.

e N

Beispiel 1.

y(t) =t (teR), (2)

dh.n=1,I=R,G=Rund f(t,2) =3

In diesem Fall konnen wir mithilfe der Grundlagenvorlesungen alle Losungen bestim-
men: Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass jede Losung eine
Stammfunktion von #3 sein muss. Alle solche Stammfunktionen sind gegeben durch

1
y(t) = Zt4 +C (teR) (3)
wobei C' € R eine Konstante ist. Die Menge aller Losungen von ([2) heif3t allgemeine Lisung

von . Man konnte also sagen, dass die allgemeine Losung durch alle Funktionen y aus
Gleichung gegeben ist.

(. J

In Kapitel 1 (‘Explizite Losungstechniken’) wollen wir uns damit beschéftigen, wie man die
allgemeine Losung von komplizierteren Gleichungen explizit mit elemantaren Funktionen
ausdriicken kann.

Es ist allerdings so, dass man nicht alle Gleichungen explizit 16sen kann. Gerade bei
Systemen von Gleichungen (d.h. im Fall n > 1) ist an eine explizite Losung nicht zu denken.
Doch auch vergleichsweise einfache Gleichungen haben keine explizite Losung.

Beispiel 2.
2
y(t)=e" (teR). (4)
Wiederum miisste jede Losung eine Stammfunktion von e~ sein. Allerdings lisst sich
keine solche Stammfunktion mit elementaren Funktionen ausdriicken.

Wir miissen daher Methoden entwickeln, um Losungen zu beschreiben, auch wenn wir sie
nicht kennen. So kénnen wir zum Beispiel sofort zeigen, dass jede Losung von ({4) monoton
wachsend sein muss, denn es gilt ¢/(f) > 0 fir alle ¢ € R. Es ist erstaunlich, wie viele
qualitative Eigenschaften ohne explizite Losung diskutiert werden kénnen.

In Kapitel 2 ndhern wir uns der Diskussion zunédchst aus dem Anwendungskontext. Aus
aktuellem Anlass spezialisieren wir uns auf das RSI-Modell zur Beschreibung von Pandemien.
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Wir werden lernen, Antworten auf anwendungsrelevante Fragen aus der Gleichung selbst zu
erhalten: Wie viele Menschen werden maximal gleichzeitig infiziert sein? Ab wann besteht
Herdenimmunaitat? Was bringt ein Lockdown?

In Kapitel 3 ndhern wir uns der Beschreibung der Eigenschaften zunéchst von einem theo-
retischen Standpunkt: Wir fragen uns, ob eine gegebene Differentialgleichung eine Losung
hat und — wenn ja — wie viele Losungen es gibt. Auflerdem wollen wir wissen, ob man stets
eine globale Losung finden kann (I = R) oder ob es Losungen gibt, die nach einer gewissen
Zeit ‘aufhoren’, zu existieren. Fiir all diese Fragestellungen betrachtet man hauptséchlich
Anfangswertprobleme (kurz: AWP), d.h. man sucht Losungen mit einem vorgeschriebenen
Anfangswert, also von

5
yt0) =, ®)
fiir ein fixiertes ty € I und yo € G. Der Anfangswert ist sehr wichtig, denn die Antwort auf
die Frage nach Existenz, Eindeutigkeit und Globalitdt hdngt — wie wir sehen werden —
stark von dem Anfangswert ab! Stellen wir uns mal folgendes vor: Unsere DGL beschreibt
die Bewegung eines Lavapartikels bei einem Vulkanausbruch. Wo unser Lavapartikel sich
nach einer gewissen Zeit befindet hingt mafigeblich davon ab, wo es gestartet hat. Falls es
tief in der Erde gestartet hat, befindet es sich vielleicht noch im Vulkaninneren. Wurde es
aber bei der ersten Eruption bereits ausgespuckt, so wird es mittlerweile an der Oberfldche
sein.

Diese Beobachtung zeigt, dass der Anfangswert als Teil des Problems wahrgenommen
werden sollte. Wir werden ferner sehen, dass bei sehr vielen AWPs die Eindeutigkeitsfrage
mit ‘Ja’ beantwortet werden kann. Ein gutes Beispiel dafiir kennt man vielleicht noch aus
den Analysis-Grundlagenvorlesungen:

{ywszmm (tel),

Beispiel 3. Das Anfangswertproblem

mesz (teR) ©)

hat die Losung y(t) = e'. Dies konnte man durch Einsetzen einfach nachrechnen (HA).
Vielleicht haben Sie die Exponentialfunktion sogar so definiert.

BEHAUPTUNG: Es gibt auch keine weiteren Losungen.

BEGRUNDUNG: Sei j € C'(R) eine weitere Losung von (6]). Definiere dann g(t) := e~'g(%)
fiir t € R. Man sieht mit der Produktregel

g'(t) = —e"'glt) + 75 () g —eglt) +ey(t) =0 (7)
Damit ist g konstant auf R und somit gilt g(¢) = ¢(0) = 1 fir alle t € R. Mit der Definition
von g schlieBen wir also e™'g(t) = 1, was umgestellt nichts anderes heifit als y(t) = €'.
Wir sehen also, dass das AWP eine eindeutige, globale Losung besitzt.

(. J

Die Existenz- und Eindeutigkeitsfrage ist auch im Anwendungskontext sehr wichtig. Es ist
ja schlielich so, dass ein Anfangswertproblem stets einen Ablauf eines Naturphinomens
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beschreibt. Falls es eine eindeutige Losung gibt, so wissen wir: Unser Modell sagt eindeutig
voraus, wie das Phinomen ablaufen wird. Gibt es hingegen mehrere Losungen, so kann nur
eine davon das beschreiben, was die Natur wirklich macht. In einem solchen Fall muss man
sich fragen, ob das gegebene Modell das Naturphdnomen wirklich vollstandig beschreibt.

Der Satz von Picard-Lindelof formuliert eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
einer eindeutigen Losung. Diese Bedingung ist jedoch nicht immer erfiillt:

Beispiel 4. Das Anfangswertproblem

%mwz V@] (teR)

2
y(0) =0

hat mehrere Losungen — sogar gleich unendlich viele:
BEHAUPTUNG: Fiir alle a > 0 ist

{O t € (—o0,a] (9)

(t—a)* te(a,0)

eine Losung. Uberzeugen Sie sich davon, dass 3, in C'(R) liegt und (8] erfiillt ist (HA).

(. J

Auch die Globalitétsfrage ist anwendungsrelevant: Im Anwendungskontext bedeutet Nicht-
Globalitdt einer Losung meistens, dass ein singulires Phdnomen auftritt. Zum Beispiel
konnte man einen hdngenden Wassertropfen an einem undichten Wasserhahn beschreiben,
der erst immer runder wird und dann irgendwann heruntertropft. Das singuldre Phdnomen
ist hier dann das ‘Heruntertropfen’.

Wieder einmal ist es so, dass auch bei ‘einfach aussehenden’ Gleichungen die Losungen
nicht zwingend global sind. Wir werden aber auch hier Kriterien fiir die Globalitét formu-
lieren. Eine grofie Hilfe hierbei wird das (vielleicht schon bekannte) Lemma von Gronwall
sein.

Beispiel 5. Fiir festes ¢ € R hat das Anfangswertproblem

mezyaf (teR)

y(0) 10)

nur im Fall ¢ = 0 eine eindeutige, globale Losung (ndmlich y(t) := 0 fiir alle ¢ € R). Fiir
alle ¢ # 0 gibt es eine eindeutige Losung, die aber nicht auf ganz R definiert ist — sie
existiert nur auf einem kleineren Intervall. Daher ist die Bedingung ‘(¢ € R)’ aus
meistens nicht erfiillt. Details werden wir im Laufe der Vorlesung noch ausarbeiten. Wir
werden sehen, dass man stets eine grdfitmdgliche Losung finden kann, d.h. es gibt ein
maximales offenes Intervall I,,,,, das den Anfangswert 0 enthélt, sodass

%ﬂﬂ:yﬁf (t € Lnas)

y(0) (1)




eine eindeutige Losung besitzt. Wir werden auch sehen was am Rand von [,,,, mit der
Losung “schiefgehen” muss: Sie explodiert ins Unendliche.




Notationsverzeichnis

e C*(A;R"™). Bezeichnet die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen von
A nach R"™. Hierbei ist A C R™ stets eine offene Menge.

o Zy(t) oder y'(t). Bezeichnet beides gleichermaBen die Ableitung von y nach ¢, d.h.
(1) = limy_p XD,

e Fir f € C'(R™ R") bezeichnet Df(2) := (0, f'(2))i; € R™" die Jacobi-Matriz von
f. Manchmal schreiben wir auch D, f(z), gerade, wenn f noch von weiteren Variablen
abhéngt.

e dist(y, A) bezeichnet die Distanz eines Vektors y € R"™ zu einer Menge A C R", d.h.

dist(y, A) := inf{|z —y| : x € A}.

® ¢1,...,e, bezeichnet stets die kanonischen Basisvektoren des R".

e (5. Bezeichnet stets ein Teilgebiet von R™. Unter einem Gebiet verstehen wir eine offene,
zusammenhéngende Menge.

e (HA). Die so gekennzeichneten Aussagen sind den Lesenden als Ubungsaufgabe iiberlassen.

e [. Bezeichnet stets ein offenes Intervall I = (a,b). Ist b < a so ist I = (). Die leere
Menge ist in unserer Konvention ein Intervall.

o [ ¢ f(s) ds bezeichnet das unbestimmte Integral iiber f. Das heifit: Man bildet eine
Stammfunktion von f und wertet sie an t aus. Der Wert dieses Ausdrucks ist nur bis
auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Wenn diese Konstante explizit aufgefiihrt wird,
so ist mit [ " f(s) ds stets eine beliebige aber feste Stammfunktion von f gemeint.

e ker(A) bezeichnet stets den Kern der Matrix (oder einer linearen Abbildung) A.

o R /C™*™ bezeichnet die Menge aller (reellwertigen/komplexwertigen) Matrizen mit
m Zeilen und n Spalten.

e Re/Im bezeichnet Realteil bzw. Imaginérteil einer komplexen Zahl. Wie werden es auch
fiir Vektoren benutzen, in dem Fall ist Realteil und Imaginérteil komponentenweise zu
verstehen.

e (- -) bezeichnet stets das Euklidische Skalarprodukt zweier Vektoren in R™ oder in C",
d.h. (v,w) =3 ", v;w;, wobei der Querbalken das Konjugiertkomplexe notieren soll.
| - | bezeichnet stets die Euklidische Norm eines Vektors in R™.

e y(t) bezeichnet die n-te Ableitung der Funktion y € C™(I;R).

e /7. Bedeutet “zu zeigen”. Hiermit erlautern wir in einem Beweis, was als néchstes
gezeigt werden soll. Dies unterteilt den Beweis dann in verschiedene Abschnitte.
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1 Explizite Losungstechniken

Hier lernen wir Verfahren, um Gleichungen mit einer bestimmten Form explizit zu l6sen,
d.h. die allgemeine Losung zu bestimmen. Wir gehen im Folgenden immer von der Form

y(t)=fty(t) (tel) (12)

aus. Hierbei ist wie iiblich f € C°(I x G;R") fiir ein Gebiet G C R" gegeben und y €
C(I,R™) gesucht.

Wir machen spezielle Annahmen an f unter denen wir die Gleichung explizit auflésen
konnen.

Wir stellen hierbei stets instruktive Losungswege vor, d.h. Moglichkeiten, sich klarzuma-
chen, wie man auf die Losung kommt.

1.1 Separation der Variablen

Die folgende Losungstechnik behandelt skalare Differentialgleichungen, d.h. n = 1. Zusétzlich
nehmen wir an, dass die Funktion f trennbar ist. Genauer:

4 N\

Definition 6. TRENNBARE VERANDERLICHE.
Eine DGL hei3t Differentialgleichung mit trennbaren Verdnderlichen, falls sie die Gestalt

y'(t) =g(Oh(y(t) (el (13)

hat, wobei g € C°(I) und h € C°(J) fiir ein offenes Intervall J C R. Insbesondere heifit
das, dass f(t,z) = g(t)h(z) fur alle (t,z) € I x J.

J

Man beachte, dass ein eindimensionales Gebiet G gerade ein Intervall ist, daher wurde hier
die Notation J anstatt I verwendet.

Das folgende instruktive Beispiel soll zeigen, wie wir eine DGL mit trennbaren Verédnderlichen
16sen konnen.

4 )

Beispiel 7. EXPONENTIELLES WACHSTUM.

y(t) = ay(t) (t€R). (14)

Hier kénnen wir ¢(¢) := « und h(z) := z nehmen und erhalten eine DGL mit trennbaren
Verénderlichen. Wir wollen die allgemeine Losung bestimmen.

INSTRUKTIVER LOSUNGSWEG. Sicherlich ist die Nullfunktion eine Losung, wie man leicht
nachrechnet. OBdA miissen wir also nur nach Losungen suchen, die nicht die Nullfunktion
sind. Wir nehmen nun einfach mal an, dass y(t) > 0 fiir alle t € R. Dass diese Annahme
gerechtfertigt ist, konnen wir zu dem gegebenen Zeitpunkt nicht begriinden. Wenn wir
aber am Ende auf eine Losung kommen, die diese Annahme erfiillt, haben wir trotzdem
eine Losung gefunden und koénnen uns freuen. Unter unserer Annahme kénnen wir
umschreiben zu

—a (teR). (15)




Jetzt kann uns mit der ‘Kettenregel riickwirts’ folgendes auffallen: Es gilt

d
—1 t) = 16
77 108 y(t) " (16)
Zusammen mit Gleichung ([15]) heifit das, dass
d
—logy(t) =a (t€R). (17)

dt

Uber diese Gleichung koénnen wir integrieren. Nach dem Hauptsatz der Diff-erential- und
Integalrechnung gilt daher
logy(t) =at+ 5 (t€R) (18)

fiir eine beliebige Konstante § € R. Wir kénnen nach y(t) auflésen und erhalten
y(t) = P = efe?t  (t € R). (19)
Definieren wir ¢ := e® > 0, so haben wir also
y(t) = ce® (t €R). (20)

Dass dies fiir alle beliebigen ¢ > 0 wirklich eine Losung ist, konnten wir durch Einsetzen
nachrechnen (HA). Wir sehen: Obwohl wir auf dem Weg eine Annahme getroffen haben,
konnten wir trotzdem noch Losungen finden. Allerdings kann es durchaus sein, dass wir
aufgrund der Annahme nur einen Teil aller Losungen finden. So auch hier: Man sieht
néamlich beim Einsetzen schnell, dass ¢ > 0 gar nicht benotigt wird! In der Tat: Fiir alle
¢ € R definiert

y(t) = ce™ (t€R) (21)

eine Losung. Haben wir jetzt alle Losungen gefunden?
BEHAUPTUNG: Die allgemeine Losung von ((14)) ist gegeben durch

={yeC'R)|IceR: y(t)=ce”VteR} (22)

Dass jedes Element aus L eine Losung ist, rechnet man durch Einsetzen nach. Es sei
nun 3, € C*(R) eine beliebige Lésung von . Wir miissen zeigen, dass y, € L. Dazu
definieren wir g(t) := e **y.(t),t € R und rechnen

(0 = —ae () + L0 = —ae () + ) =0, (2)
Damit ist g = const., d.h. es gibt ¢, € R so, dass e~ *y,(t) = ¢, fiir alle t € R. Stellt man
das um, so erhélt man y,(t) = c.e™.

(. J

Hat man einmal die allgemeine Losung gefunden, so kann man auch sdmtliche Anfang-
wertprobleme 16sen.



Beispiel 8. Wir betrachten das Anfangswertproblem

{y’(t) =ay(t) (teR)

y(1) =2 24

Da wir im vorigen Beispiel die allgemeine Losung bestimmt haben wissen wir, dasses ¢ € R
gibt, sodass y(t) = ce® fiir alle t € R. Nun bestimmen wir ¢ so, dass der Anfangswert
angenommen wird. Dazu setzen wir

22 y(1) = ce™|i=y = ce®. (25)
Wir stellen um und finden ¢ = 2e¢7“. Alles in allem gilt dann

y(t) = 2e e — e(t=1), (26)

J

(

Anwendung 9. EXPONENTIELLES WACHSTUM IN DER PRAXIS. Wir beschreiben den
Populationsbestand einer groflen Hasenpopulation. Téglich werden neue Hasen geboren.
Wie viele Hasen téglich geboren werden ist — so nehmen wir an — proportional dazu,
wie viele Hasen schon da sind. Die Proportionalitdtskonstante, die wir o nennen, heift
Geburtenrate. Bezeichnet also y(t) die Anzahl der Hasen zum Zeitpunkt ¢, so werden
zwischen den Zeitpunkten ‘¢’ und ‘¢ 4+ 1 Tag’ also in etwa ay(t) Hasen geboren.

Wir konnen auch andere Zeitintervalle als ‘1 Tag’ betrachten. Gehen wir davon aus,
dass der Geburtszeitpunkt zufillig verteilt ist, so wiirden wir erwarten, dass zwischen
den Zeitpunkten ‘¢’ und ‘t + A’ ungefihr ay(t)h Hasen geboren werden. Hierbei muss h
allerdings ziemlich klein sein: Ist h nicht klein, so kann man nicht annehmen, dass der
Populationsbestand zwischen ¢ und ¢ + h ungefihr durch y(t) gegeben ist. In der Tat: bei
groffen Werten von h, z.B. viel grofler als 1 Tag, wiirde sich die Population zwischen ¢
und ¢ + h so stark veréndern, dass ay(t) die tdglichen Geburten in der N&he von t + h
unterschétzt. In der Nidhe von ¢ 4+ h miisste man eigentlich eher mit ay(t + h) Geburten
pro Tag rechnen. Fiir den gesamten Populationsbestand heiffit das dann folgendes:

y(t+h) ~ y(t) +  ayt)h . (27)
~—~ ——
Populationsbestand bei t + h Populationsbestand bei ¢ neugeborene Hasen
Die Approximation ist umso besser, wenn h klein ist, denn in kleinen Zeitintervallen

verdndert sich die Population kaum und ay(t)h ist ein guter Schétzer fiir die neugeborenen
Hasen. Stellen wir um, so erhalten wir fiir kleine h

y(t+h) —y(t)
h

~ ay(t). (28)

Wie oben bereits diskutiert kénnen wir h gegen 0 schicken und im Grenzwert fiir h — 0

10
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Gleichheit erwarten. Wir erhalten

y'(t) = oy(t). (29)

Man koénnte nun anmerken, dass es neben Geburten auch Sterbefille unter den Hasen
gibt. Man konnte wiederum annehmen, dass diese proportional zu der Anzahl der Hasen
ist. Man spricht hierbei von einer Sterberate ~v. Den Populationsbestand wiirde man dann
wie oben modellieren. Fiir kleine Zeitdifferenzen A erhélt man

yt+h) o~y o+ ay®h = b (30)
—— ——
Population bei t + h Population bei ¢ neugeborene Hasen verstorbene Hasen

Verfahrt man wie oben, kommt man auf die Differentialgleichung

Y (t) = (a=7)y(t). (31)

Die allgemeine Losung ist dann (siehe Beispiel [7] (p. [8) mit a — 7 statt ) gegeben durch

y(t) = et (ceR) (32)
Man sieht: Ist v > « so gilt stets
tlim y(t) = 0. (33)
—00

Das zeigt, dass die Hasenpopulation in diesem Fall langfristig aussterben wird. Dies liegt
auch auf der Hand, denn die Sterberate iibersteigt hier die Geburtenrate. Die Differenz
a — v nennen wir auch relative Geburtenrate. Ist o —«y < 0 so sprechen wir auch von
einem exponentiellen Zerfall (anstatt von exponentiellem Wachstum).

| J

Um die instruktive Losungstechnik aus Beispiel [7] (p. |8) einzuiiben betrachten wir noch ein
anderes Beispiel, welches wir auch schon eingangs als Paradebeispiel fiir Nicht-Globalitat
von Losungen diskutiert haben

4 N\

Beispiel 10. NICHT-GLOBALE LOSUNGEN. Wir betrachten wie in Beispiel [7] (p.

y(t) =yt (tel) (34)

wobei wir hier I zunéchst nicht spezifizieren wollen. Wir sehen, dass die Nullésung y(¢) = 0
eine globale Losung ist. Man findet aber auch noch andere Losungen:
INSTUKTIVER LOSUNGSWEG: Nehmen wir wieder an, dass y(t) # 0 fiir alle ¢ € I und
formen um:

y'(t)

y(t)?
In Beispiel [7] (p. haben wir dann mit einer ‘Kettenregel riickwérts’ die linke Seite
als Ableitung eines anderen Ausdrucks umgeschrieben. Das wird immer so funktionieren.
Allerdings ist es oft etwas schwer zu sehen, was der andere Ausdruck ist. Hier kann man

=1 (tel). (35)
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sich Abhilfe schaffen, indem man das unbestimmte Integral bildet

"y'(s)
/ 4(5)? ds=t+C (36)

fiir eine Integrationskonstante C' € R. Mit * [ " meinen wir stets, dass wir eine Stammfunk-
tion bilden wollen und diese bei t auswerten wollen. Wir kénnen nun u = y(s) substituieren
und erhalten (mit du = y/(s)ds)

y(®) 1
3 du=t+C. (37)

Man beachte: Da wir die Substitution durchgefiihrt haben, miissen wir die Stammfunktion
auch bei der substituierten Variable y(t) auswerten. Das entspricht der Tatsache, dass
man bei einer Substitution die Grenzen ‘mitsubstituieren’ muss. Jetzt konnen wir die
Stammfunktion bilden:

1 y(t)
—Z| =t+0C.
e -
Wir erhalten also ) .
——=t+C t) = ——— 39
R e (39)

Somit hat unser Weg wiederum auf eine explizite Losungsformel gefithrt. Man rechnet auch
leicht nach, dass es sich fiir jedes C' € R wirklich um eine Losung handelt (HA). Allerdings
sehen wir: Jede Losung, die wir gefunden haben, hat bei t = —C' eine Definitionsliicke.
Dabher ist keine dieser Losungen global definiert. Wir kénnen nun das Anfangswertproblem

y'(t) y(t)Q (t € Lnax)
{y(O) =2 o

betrachten. Hierbei heifit ‘I,,,,’ einfach, dass das groBtmogliche Intervall um den An-
fangswert 0 genommen werden soll, auf dem die Losung definiert ist. Nehmen wir die
Darstellung aus , so kénnen wir berechnen

! 1 1

2= y(0) = ———— S 41
y(0) t+ Cli=0 C (41)
Dies formt sich um zu C = —%. Dadurch erhalten wir die explizite Losungs- formel
1 1
yt)=——7=17— (42)
t—% -t

Diese Losung ist auf (—oo, 5) definiert — ein Intervall, was den Anfangswert 0 enthilt.
Bei % lasst sich die Losung nicht weiter fortsetzen, weil sie dort eine Definitionsliicke hat.
BEHAUPTUNG: Das Anfangswertproblem hat die mazimale Losung y(t) = -, defi-

1_4
2t

niert fiir t € I, = (—00, %)
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BEGRUNDUNG: Wie bereits gesagt, rechnet man leicht nach, dass das oben gegebene y
eine Losung ist. Das Problem: Es konnte ja noch weitere Losungen geben, denn wir haben
beim Losungsweg ja eine Annahme getroffen — ndmlich dass y(t) # 0 fiir alle t € R. Diese
weiteren Losungen kénnten auch theoretisch auf einem Intervall definiert sein, was grofier
ist als /4. In dem Fall wére die oben genannte Losung nicht die mazimale Losung. Spéater
werden wir ein einfaches Argument kennenlernen, welches solche weiteren Losungen aus-
schlieft. An dieser Stelle miissen wir uns allerdings mit einem komplizierterem Argument
begniigen, was den Lesenden als die folgende Ubungsaufgabe iiberlassen ist.

(.

-

Ubung 11. Es sei y € C'(I) eine Lésung von

y(t) =yt (tel). (43)

Zeigen Sie: Gibt es ein tg € I mit y(ty) # 0, so gilt y(t) # 0 fur alle t € I.

HINWEIS: In einer Umgebung von ¢, gilt 4 ﬁ = —1, also
1 1
— - =ty —t. (44)
y(t)  y(to)

Betrachten Sie t; := inf{t € I : t > ty, y(t) = 0}. Nehmen Sie an, dass ¢; € [ und
zeigen Sie, dass in (to,t1) erfiillt ist. Betrachten Sie fiir t — ¢;— und folgern Sie
einen Widerspruch. Insbesondere ist also ¢; am Rand von I und daher y(t) # 0 fiir alle
t € 1:t>ty. Verfahren Sie analog mit o := sup{t € I : t <1y, y(t) = 0}.

SINN DER UBUNG: Wir haben mit dieser Ubung hergeleitet, dass alle Losungen des AWP
aus dem vorigen Beispiel die Annahme ‘y(t) # 0 fiir alle ¢t € I’ erfiillen miissen. Mit
diesem zuétzlichen Wissen sind die Gleichungen — Aquivalenzumformungen. Es
kommen also keine weiteren Losungen infrage als diejenigen, die wir im vorigen Beispiel
gefunden haben. Das zeigt die Behauptung, dass die von uns gefundene Losung die mazxi-
male Losung ist. Das vorige Beispiel ist damit abgeschlossen.

Die Beweistechnik aus dem Hinweis, wo wir uns geschickte Infima definieren, wird iibrigens
Prinzip des kleinsten Verbrechers genannt.

|

-

Ubung 12. LOGISTISCHES WACHSTUM. Betrachten Sie die Anfangswertproblem
{y'@) =y(O(1—y1) (EeR), (45)
y(0) = %o,
wobei yo € (0, 1) beliebig.
(a) Bestimmen Sie eine explizite Losung. Fertigen Sie eine Zeichnung an.
(b) Zeigen Sie: Jede Losung erfiillt y(¢) € (0, 1) fiir alle t € R.

(c) Folgern Sie: Zu jedem g, € (0,1) gibt es eine eindeutige globale Losung.

13




(d) Zeigen Sie, dass die Losung streng monoton ist und einen eindeutigen Wendepunkt
to € R mit y(ty) = & besitzt.
Tipp: Es gibt hier zwei Losungsmoglichkeiten. Eine mit der expliziten Formel aus
Teilaufgabe (c) und eine, in der man direkt aus der Gleichung abliest.

SINN DER UBUNG: Logistisches Wachstum (allgemeiner beschrieben durch die Gleichung
y'(t) = a(B — y(t)y(t), a, 8 > 0) beschreibt eine Population, die sich aber nur bis zu
einem gewissen Grad vermehren kann, weil bei einer zu grolen Population z.B. die Nah-
rung knapp wird. Falls y(¢) ~ 0 verhélt sich die Population beim Zeitpunkt ¢ fast wie eine
Population mit relativer Geburtenrate af. Wird y(t) allerdings groler, so wird die Gebur-
tenrate bis auf 0 gedriickt. Die obige Ubung zeigt, dass in diesem Modell die Population
nicht beliebig anwachsen kann.

| J

Am Ende dieses Abschnittes fassen wir die wichtigste Erkenntnis, (ndmlich den instruktiven
Losungsweg in den Beispielen [7] (p. [§) und [10] (p. [11))) in einem Satz zusammen.

~

Satz 13. Es seien g € C%(I),h € C°(R) so, dass h(z) # 0 fiir alle z € R. Ferner sei die
Differentialgleichung

y'(t) =g()h(y(t)) (tel) (46)

gegeben. Sei G eine Stammfunktion von g und H eine Stammfunktion von % Dann ist H
invertierbar und falls G(I) C H(R) ist

y(t) =H 1 (G(t) (tel) (47)

eine Losung von (46)).

. J

e N

Beweis. Zunichst miissen wir zeigen, dass H invertierbar ist. Hierzu sehen wir zunéchst,
dass ﬁ # 0 fiir alle 2 € R. Nach dem Zwischenwertsatz gilt dann entweder ﬁ >0
fiir alle z € R oder ﬁ < 0 fiir alle z € R. Falls % > (0, so gilt nach dem Haupsatz der
Differential- und Integralrechnung

H'(2) = ﬁ >0 VzeR. (48)

Hieraus folgt, dass H streng monoton wachsend ist. Damit ist es invertierbar und aufler-
dem gilt (nach einem Satz aus der Analysis) H~' € C'(H(R)). Analog folgert man die
Invertierbarkeit auch wenn % < 0. In jedem Fall liegt die in definierte Funktion y in
C(I). Ferner gilt fiir alle ¢t € I, dass

H(y(t)) = G(1). (49)

Differenzieren wir beide Seiten nach ¢, so erhalten wir mit der Kettenregel H'(y(t))y'(t) =
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G'(t) fir alle t € I. Mit der Definition von G und H gilt

"t)=yg(t) Vtel. (50)

Stellen wir dies um, so erhalten wir y/(¢) = g(t)h(y(t)), wie gewiinscht.

. J

Separation der Variablen lésst sich auch fiir Differential-Ungleichungen verwenden — In
der Folgenden Ubung sehen wir zum Beispiel, was superezponentielles Wachstum bedeutet.

I"Jbung 14. DIFFERENTIALUNGLEICHUNGEN UND EXPONENTIELLES WACHSTUM.
Gegeben sei das Anfangswertproblem

{y'm =f(y(1) (teR) (51)

wobei f : R — R eine stetige Funktion mit @ > cfiir alle z € R\ {0} und yo > 0. Zeigen
Sie, dass

y(t) > yoe Vt € (0,00). (52)

| J

1.2 Lineare Differentialgleichungen

Im Folgenden soll es um (Systeme von) linearen Differentialgleichungen gehen.

Definition 15. LINEARE SYSTEME.
Es sei n € N beliebig. Eine DGL heifit lineares homogenes System (erster Ordnung), falls
sie die Form

y'(t) =At)yt) (el (53)
hat, wobei A € C°(I;R™ ") eine stetig von der Zeit abhingige Matrix ist, d.h.

f(t,z) =A(t)z (tel,zeR") (54)

ist fiir jedes feste ¢ linear in der z-Variablen.

. J

Bemerkenswert an linearen homogenen Systemen ist, dass die allgemeine Losung
L= {y e C'(I; R") : y/(t) = AQW)y(t) V L € I} (55)

einen Untervektorraum von C*(I; R™) bildet (HA). Das heit insbesondere, dass Summen /Differenzen
und skalare Vielfache von Losungen wieder Losungen sind. Diese Beobachtung wird auch oft
Superpositionsprinzip genannt.

Beispiel 16. SPEZIALFALL n = 1.
Im Falle n = 1 konnen wir bereits eine Losung bestimmen. In dem Fall ist ndmlich
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A€ COI,R™) = CY%I,R) eine skalarwertige Abbildung, d.h. die DGL liest sich

y(t) =alt)y(t) (tel), (56)

wobei a € C°(I,R). Wir betrachten die DGL als DGL mit getrennten Ver-éinderlichen mit
g(t) :== a(t) und h(z) := z. Unter der Annahme y(¢) > 0 fiir alle ¢ € I rechnen wir wieder

Sog(y(t) = L1 = aft), 67)

also gilt fiir eine fest gewéhlte Stammfunktion [ ! a(s) ds und eine Konstante C' € R

log(y(t)) — / a(s) ds + C. (58)
Es folgt t
y(t) = exp (/ a(s) ds + C> . (59)

, so erhélt man

y(t) = cexp ( / "a(s) ds) | (60)

Da wir die Annahme y(t) > 0 fiir alle ¢ € I getroffen haben muss hier ¢ > 0 sein.
Wir wissen aber: Das die Menge aller Losungen ein Vektorraum ist, muss auch y(t) =

Definiert man ¢ := e¢

—cexp ( i a(s) ds) eine Losung sein. Daher ergibt sich die folgende
BEHAUPTUNG: Die allgemeine Lésung von ist gegeben durch

L:= {yGC’l(I) ' JceR:y(t) =cexp (/ta(s) ds) Vte]} (61)

BEGRUNDUNG:

Schritt 1. 77 Jedes Element aus L ist eine Losung. Dies rechnet man leicht durch Ein-
setzen in die Gleichung nach. (HA)

Schritt 2. 7 Jede Losung ist ein Element aus L. Wir gehen vor wie in Beispiel 3| (p.
3): Es sei y, € C'(I) eine Losung. Definiere nun fiir ¢ € I die Hilfsfunktion g(¢) :=

exp (— ft a(s) ds) y«(t). Man rechnet nach, dass fiir alle ¢t € I gilt

#(0) = e (= [ ot as) ) + e (= [ ats) @5 ) (-atom) g 0. (62

(56)

Das heifit also, dass es ¢, € R gibt mit g(t) = ¢, fiir alle ¢ € I. Setzt man die Definition

von g ein und stellt die Gleichung um, so erhélt man y,(t) = ¢, exp <— i ! a(s) ds).

(. J

Wir werden in diesem Kapitel verschiedene Modifikationen vornehmen und Losungsformeln
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fiir ahnliche DGLs kennenlernen. Wir werden die DGLs stets auf die Situation in (H6))
zuriickfithren. Daher halten wir nochmal fest

e N

Wichtige Merkformel 17. LOSUNGSFORMEL FUR LINEARE DGL.
Es sei a € C°(I;R). Die allgemeine Lésung der DGL

y(t) =alt)y(t) (tel) (63)

ist gegeben durch

L= {yECl(I)’EICGR:y(t):ceXp (/ta(s) ds) Vtel}. (64)

|\ J

Als Anwendung konnen wir uns hier eine Population mit zeitabhéngiger relativer Gebur-
tenrate vorstellen. So zum Beispiel konnte es sein, dass in einer bestimmten Jahreszeit die
Sterberate grofler ist als in anderen Jahreszeiten, z.B. durch Hitzewellen. Dies wiirde die
relative Geburtenrate im Sommer kleiner machen als im Winter. Auch die Saisonalitéit von
Viruspopulationen kénnte mit einem solchen Modell erfasst werden. Dazu spéter mehr.

1.2.1 Lineare inhomogene Differentialgleichungen

Im Folgenden studieren wir die Situation, dass die Differentialgleichung eine Inhomogenitdt
hat, d.h. zu dem linearen Term wird ein zeitabhéngiger Term addiert. Fiir eine Anwendung
einer solchen Gleichung miissen wir uns etwas gedulden — aber nicht lang!

[ Definition 18. INHOMOGENE LINEARE DGL. Eine Differentialgleichung der Form
y(t) = a(t)y(t) +0(t) (tel) (65)
heifit inhomogene lineare DGL. Hierbei sind a,b € C°(I;R). In diesem Fall gilt also

y'(t) = f(t,y(t)) fiir
f(t,2) = a(t)z + b(t). (66)

(. J

Wiederum koénnen wir eine explizite Losungsformel angeben. Hierfiir betrachten wir eine

geschickte Hilfsfunktion, die von Merkformel [17] (p. inspiriert ist.

s N

Satz 19. LOSUNGSFORMEL MIT INHOMOGENITAT.
Es seien a,b € C°(I). Gegeben sei die DGL

y'(t) = alt)y(t) +b(t) (tel). (67)
Man definiere

e(t) = exp ( / () ds) (tel) (68)

wobei [ "a(s) ds eine beliebige feste Stammfunktion von @ ist. Dann ist die allgmeine
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Losung von (67) gegeben durch

L:= {y e CHI) : y(t) = e(t) (c+ /t % du) fiir ein ¢ € R} . (69)

Eigentlich miissten wir bei der obigen Definition von L noch dazu schreiben, dass die Formel
aus fiir alle ¢t € I gelten soll. Im Folgenden werden wir das manchmal unterdriicken, um
die Notation schlank zu halten.

'd )

Beweis.

SCHRITT 1. % : Jedes Element aus L ist eine Losung. Dies rechnen wir an dieser Stelle
einfach nach. Sicherlich ist das etwas unbefriedigend, weil man ja irgendwie auf die Formel
gekommen sein muss. Die weiteren Ausfithrungen im Schritt 2 werden die Formel aber
konstruktiv herleiten. Es sei nun fiir ein ¢ € R

y(t) == e(t) (c + / t % du> . (70)

Man rechnet leicht nach, dass €'(t) = a(t)e(t) fiir alle ¢ € I und damit gilt nach der
Produktregel

Ji0 =0 (e [ 20 au) 4 % (1)

. <_u
= a(telt) (c+ [ 23 du) + 800 = athy(o) + 00, (72)

SCHRITT 2. 7%, : Jede Losung ist ein Element aus L. Es sei y € C'(I) eine Losuing.

Definiere die Hilfsfunktion
h(t) := exp <— /t a(s) ds) y(t). (73)

Wir berechnen mit der Produktregel
W () = exp (— [ oo ds) Y () + exp (— [ oo ds) (calty() (7Y

=exp | — tas s (y(t) —a — y'(t) — a(t)y(t)
= exp (= [ a(s)ds) () = atty(0) osp (1 a(s) o)
_ YY) —ay®) _ b(D)

& e(t) e(t)

(75)

(76)
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt dann also fiir ein ¢ € R

h(t) =c —I—/ % du. (77)
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Nutzen wir nun die Definition von h(t) in so erhalten wir

y(t) = exp (/ta,(s) ds) (c—l—/t%du> = ¢(t) <c+/t%du>. (78)

Das heif3t y ist nach Gleichung ein Element aus L.

J

Am Ende dieses Beweises sollten wir uns fragen, wie man auf die Hilfsfunktion A kommt.
Hierzu zunéchst folgende Beobachtung: Aus den Ausfithrungen in Beispiel [16] (p. [15)) wiirde
folgen, dass im Falle b = 0 die Hilfsfunktion h eine Konstante wire. Diese Losungstechnik
heifit daher Variation der Konstanten und kann auch in Form eines Ldsungsansatzes formu-
liert werden, wie wir im Folgenden sehen werden. Dieser Losungsansatz geht auf den Ma-
thematiker Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) (LINK ZUR ORIGINALVEROFFENTLICHUNG
1766) zuriick.

-

~

Beweisreflexion 20. DIE VARIATION DER KONSTANTEN. Wir betrachten mal wieder
die DGL

y'(t) = a(t)y(t) +b(t) (tel). (79)
Wir wissen aus Beispiel[L6| (p. [15)), dass jede Lésung der homogenen DGL ' (t) = a(t)y(t), (¢
I) die Gestalt

G(t) = ce(t),  wobei e(t) = exp < /ta(s) ds> (80)

hat. Hierbei ist ¢ € R eine Konstante. Aus Satz (p. lernen wir, die Lésung der
inhomogene Gleichung die folgende Gestalt hat:

y(t) = c(t)e(t), (81)

wobei ¢(t) ein zeitabhéngiger Ausdruck ist. Wir wissen aus Satz|19| (p.|17]) auch schon, wie
c(t) konkret aussieht. Allerdings ist die Formel dafiir schwer zu merken. Man kann aber
in jeder konkreten Situation die DGL durch einen Ansatz 16sen. Das heifit: Wir nehmen
an, dass unsere Losung die Gestalt y(t) = ¢(t)e(t) hat und bestimmen dann eine Funktion
c(t), sodass die Gleichung erfiillt ist. Mit anderen Worten: Wir suchen eine Funktion
c € CYI;R), sodass

y(t) :=c(t)e(t) (tel), (82)
eine Losung von ist. Dieser Ansatz heift Variation der Konstanten, weil die Konstante
cin durch eine Funktion ersetzt wird.
In der Tat liefert dieser Ansatz stets eine Losung. Differenzieren wir so erhalten wir
(mit der Produktregel und €'(t) = a(t)e(t))

y'(t) = c(t)e'(t) + ¢ (t)e(t) = c(t)a(t)e(t) +  (t)e(t) a(t)y(t) + ' (t)e(t). (83)

[l

Andererseits soll aber nach auch gelten

m

y'(t) = a(t)y(t) + b(t). (84)


https://books.google.de/books?id=XwVNAAAAMAAJ&pg=RA1-PA179&redir_esc=y#v=onepage&q&f=false
https://books.google.de/books?id=XwVNAAAAMAAJ&pg=RA1-PA179&redir_esc=y#v=onepage&q&f=false

Setzen wir das mit gleich so erhalten wir

a(t)y(t) + c(t)e(t) = a(t)y(t) + b(t). (85)

Subtrahieren wir nun a(t)y(t) auf beiden Seiten, so bekommen wir

und als Konsequenz

Durch Integration erhalten wir

c(t)=c —i—/ % du. (88)

Setzen wir dies in ein, so erhalten wir exakt die Losung aus Satz (19| (p.|17]). Ein solcher
Losungsansatz kann auch ins Leere fiithren, z.B. wenn es keine Losung gébe, die die Gestalt
in hat. Wie Satz (p. und die obigen Ausfithrungen zeigen, geht der Ansatz
in unserem Fall aber immer auf. Mehr noch: Mit einem solchen Lésungsansatz kann man
auch im allgemeineren Kontext stets lineare DGLs mit Inhomogenitéten l6sen — dasselbe
funktioniert auch fiir Systeme! Vorraussetzung ist aber, dass man die homogene Gleichung
bereits gelost hat, da man stets die Konstante aus der homogenen Losung (80]) variieren
muss.

|\

r

Beispiel 21. Wir bestimmen fiir o, 5,7 € R die allgemeine Losung von

y(t) = ay(t) +7e” (teR) (89)

Um eine Losung zu bestimmen, konnen wir nun entweder die Losungsformel verwenden
oder die Variation der Konstanten. Wir zeigen hier mal letztere Methode. Die allgemeine
Lésung der homogenen Gleichung /() = ay(t) ist (siehe Merkformel [I7] p. gegeben
durch

y(t) = ce® (t €R). (90)

Um nun eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden machen wir folgenden Ansatz

y(t) = clt)e” (91)
und berechnen
y'(t) = (t)e™ + ac(t)e™ = (t)e™ + ay(t). (92)
Andererseits gilt laut (89) y/(t) = ay(t) + ve”". Wir setzen die mit dem obigen Ausdruck
gleich und erhalten
d(t)e + ay(t) = ay(t) +~e™, (93)
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also

Umgeformt heif3t das

Integrieren wir so erhalten wir

1 ~e(B=a)t
c+t a=p.
Damit gilt also fiir die allgemeine Losung
eat <c + Le(ﬁfa)t> o # /8
y(t) = e (97)
e (c+ t) a=p.

Es ist bemerkenswert, dass die Funktion im Falle @ = ( ein anderes Verhalten zeigt, als
im Fall o # . Wir werden dieses Phanomen spéter noch vertiefen.

. J

Ubung 22. BERNOULLI'SCHE DIFFERENTIALGLEICHUNG. Es seien a,b € C°(R;R) und
v > 0,7 ¢ N. Betrachten Sie das AWP

{y’(t) = a(t)y(t) + b(t)y(t)” (t €R)

y(to) = o (98)

wobei ty € R und yo > 0. Beachten Sie, dass y(¢)? nur definiert ist, falls y(¢) > 0 fiir alle
te R

(a) Zeigen Sie: Ist yp > 0 und

11 [ 10l - /t:a — ) ds) i< (99)

so gibt es eine eindeutige globale Losung y € C'(R; R).

(b) Kann auf die Vorraussetzungen ‘yo > 0’ und verzichtet werden? Falls nein:
Geben Sie Gegenbeispiele sowohl fiir die Eindeutigkeit als auch fiir die Globalitét
an.

HINWEIS: Betrachten Sie z(¢) := y(¢)!™” und leiten Sie eine Differentialgleichung fiir z
her.

SINN DER UBUNG: Man sieht, dass man nicht nur die standardmiBigen linearen DGLs
l6sen kann. Mit geschickten Substitutionen 16st man auch kompliziertere DGLs, die viel-
fach in der Anwendung auftauchen. Auch die Bernoulli’sche Differentialgleichung wird
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in der Populationsdynamik angewandt: VGL. [GIPLIN,AYALA (1973)]. Im Falle a,b =
const.,a > 0,b < 0 und “y ~ 2”7 erhélt man schliefSlich das logistische Wachtsum aus

Ubung [12] (p. .

1.2.2 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit Differentialgleichungen der Form
y(t) = Ay(t) (t€R), (100)

wobei hier A € R™" gegeben und y € C'(R;R") gesucht ist. Dies ist ein Spezialfall von
y'(t) = A(t)y(t) in dem A(t) = A eine konstante Matrix ist. An dieser Stelle sei noch einmal
gesagt, dass wir

y1(t)
yit)=| : (101)
Yn(t)

stets als Spaltenvektor verstehen wollen, und demnach gilt — wie aus den Analysis-Grundlagenvorlesungen
bekannt — fiir y € C'(R, R")

()
o= : | temr. (102)
Yn(t)
Die Eintriage der Matrix A bezeichnen wir mit
A = (aij)ij=1,...mn (103)
Unsere Differenzialgleichung hat daher — lang ausgeschrieben — die Form
Yy (t) yi () a1 ... Qg yi(t) Z?ﬂ a1;y;(t)
=A== L= : . (104)
Yn (1) Yn(t) (p1 ... Qnn Yn(1) E?:l an;y;(t)

Wir werden gleich sehen, dass die Globalitdt von Losungen stets gewéhrleistet ist. Daher ist
‘t € R’ an dieser Stelle keine Einschrankung.

In dieser Sektion ist es sinnvoll, die Sitation zu komplexifizieren, d.h. zuzulassen, dass die
betrachteten Groflen C-wertig sind. Der Grund ist, dass bei komplexwertigen Matrizen das
Diagonalisieren leichter ist — und die Methode des Diagonalisierens werden wir uns stark
zunutze machen!

Bevor wir aber damit loslegen, miissen wir zunéichst Konventionen fiir das Differenzieren
komplexweriger Abbildungen treffen:

e N

Definition 23. DIFFERENTIATION KOMPLEXWERTIGER ABBILDUNGEN.

Es sei I C R ein offenes Intervall in R. Eine Abbildung ¢ : I — C heifit (stetig) differen-
zierbar auf I, falls Re(g) und Im(g) als Abbildungen von I nach R (stetig) differenzierbar
sind. Die Ableitung von g notieren wir mit

g'(t) :== Re(g)'(t) + i Im(g)'(¢). (105)
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Eine Abbildung y : I — C™ heiit (stetig) differenzierbar, falls jede ihrer Komponenten
(stetig) differenzierbar ist. Die Ableitung definieren wir dann mit der obigen Konvention
exakt wie in Gleichung . Die Menge aller stetig differenzierbaren Abbildungen von [
nach C" bezeichnen wir mit C*(I;C").

Alternativ hiatte man auch die aquivalente klassische Definition wéhlen konnen: Man nennt
eine Funktion g : I — C differenzierbar, falls fiir alle ¢, € I

iy 90) = gto)
t—to t— 1o

=:¢'(to) (106)

in C existiert. Dass die beiden Aussagen dquivalent sind folgt sofort aus der Beobachtung,
dass fiir alle ¢,ty € I(C R)

g(t) = gto) _ Re(g)(t) — Re(g)(to) ,  Im(g)(t) — Im(g)(to)
t—to t—to t—to

. (107)

Die Details iiberlassen wir den Lesenden als Ubungsaufgabe.

Die meisten Rechenregeln fiir das Differenzieren iibertragen sich wie gewohnt ins Kom-
plexe, sie bediirfen aber manchmal durchaus einer Herleitung! Um unsere Theorie zu retten
werden wir die Kettenregel fiir die komplexe Exponentialfunktion bendétigen, die wir als
Ubungsaufgabe nochmal klarstellen wollen:

4 )

Ubung 24. RECHENREGELN UND DGLs 1N C.

(a) Es sei g : I — C stetig differenzierbar. Zeigen Sie: Dann definiert auch e : t
e9® (t € I) eine stetig differenzierbare Funktion und es gilt

d
%eg(t) = g'(t)es®. (108)

(b) Nun sei a € C°(I;C). Bestimmen Sie die allgemeine Losung (als Teilmenge von
CY(I;C)) der DGL
Yy (t) =alt)y(t) (tel). (109)

Tipp: Es gibt bei Ubung 23 (a) mehrere Moglichkeiten: Entweder die Verwendung der
Euler’schen Formel oder die Ausnutzung von Rechenregeln fiir Potenzreihen.

SINN DER UBUNG: Man sieht, dass die Theorie, die wir bisher hergeleitet haben auch im
Komplexen ihre Giiltigkeit hat.

| J

Man iiberlegt sich leicht, dass der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auch in
C gilt (HA), mit der folgenden Konvention: Fiir g : I — C stetig und beschrénkt gilt

/1 g(s) ds == /1 Re(g(s)) ds + i / Im(g(s)) ds. (110)

I

Da alles, was wir in Kapitel gemacht haben auf dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung und auf Gleichung ([108)) beruht hat, verallgemeinern sich Merkformel
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(p- und Satz 19| (p. leicht auf komplexwertige Situationen. Insbesondere gilt Beispiel
(p-20) auch fiir o, 5 € C. Der Grundstein fiir die Betrachtung komplexwertiger DGLs ist

somit gelegt.
Komplexifizierung kann sich {ibrigens auch in anderen Kontexten fiir nicht-lineare DGLs

lohnen, so auch zum Beispiel hier:

-

*_Ubung 25. KOMPLEXIFIZIERUNG VON DGLS. Betrachten Sie das System

<y£(t)) _ (yl(tf - 3/2(t>2> (t €R) (111)

Ya(t) 21 (1)ya (1)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung.

SINN DER UBUNG: Man sieht, dass sich kompliziert aussehende Differentialgleichungen
durch Komplexifizierung substantiell vereinfachen kénnen. Diesen konkreten Fall habe ich
auch in meiner eigenen Forschung verwendet, siche FORSCHUNGSARTIKEL, GLEICHUNG
(2.6) UND (2.20) — ACHTUNG: LOSUNGSSPOILER.

J

Sind die Differentialgleichungen, die wir betrachten, komplexwertig, so suchen wir auch
komplexwertige Losungen, d.h. fiir diesen Abschnitt sind Lésungen stets Elemente aus C*(1; C™).

~

Definition 26. DGL-SYSTEM MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN.
Es sei A € C**", Eine DGL der Form

y'(t) = Ay(t) (t€R) (112)

heifit lineare homogene DGL (erster Ordnung) mit konstanten Koeffizienten.

(. J

Im Falle n = 1 haben wir (112]) bereits gelost. Wir bewegen uns nun schrittweise auf eine
Losung fiir n > 1 zu.

Gedankenexperiment 27. DIAGONALMATRIZEN. Hier wollen wir einen Spezialfall stu-
dieren: Was passiert, wenn A eine Diagonalmatriz ist, d.h.

AM ... 0
A =diag(A, .., \p) = |+ - fir \,..., A\, €C? (113)
0 ... A\,

In diesem Fall sehen wir mit Gleichung (({108)), dass sich y/(t) = Ay(t) vereinfacht zu

n(t) Ay (t)
: = : : (114)

) \ M)

Man beachte: zwei Vektoren sind genau dann gleich wenn alle ihre Komponenten gleich
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sind. Wir schlief3en

() = (M), 1h(t) =Xepa(t), . o Yu(t) = Aayal(d). (115)

Insbesondere konnen wir die Differentialgleichungen voneinander entkoppeln. Das heif3t:
wir konnen jede dieser einzelnen Komponentengleichungen separat losen. Dies ist ein
grofler Vorteil gegeniiber der allgemeinen Gestalt in . Wir 16sen also nun fiir jede
Kompnente einzeln. Mit Merkformel [17] (p. [L7), angewendet auf jede Komponente, sieht
man: Es gibt ¢4, ..., ¢, € C, so, dass

y1(t) = cre™t, yo(t) = coe™t L yn(t) = cae™, (116)
das heifit
y1(t) creMt eMt .0 1
= = e (117)
Yn (t) Cne)\nt 0 e GAnt Cpn

Die Umformung auf der rechten Seite (die man beim ersten Lesen ‘riickwérts’ lesen sollte)
haben wir gemacht, um die allgemeine Losung kompakt darstellen zu kénnen. Es gilt

namlich
L:={y € C'(R;C") : y(t) = E(t)c fiir ein c€ C"}, (118)

wobei
E(t) = diag(eM?, ...,eM")  (t € R). (119)

Fiir Diagonalmatrizen ist das System also entkoppelt. Wir tasten uns nun weiter vor und
sprechen iiber diagonalisierbare Matrizen. Eine Matrix A heifit diagonalisierbar, falls es eine
invertierbare Matrix S € R™" gibt, sodass

STTAS = diag(\1, .., An) (120)

fiir gewisse Ay, ..., A, € C. In der linearen Algebra haben Sie besprochen, wie bei konkret
gegebener Matrix A die Matrix S und die Eigenwerte Ay, ..., \, gefunden werden kénnen.
Fiir den weiteren Verlauf dieses Kapitels wére es hilfreich, wenn Sie sich diese Konzepte noch
einmal vergegenwirtigen (HA). Auch die Jordan-Normalform wird spater noch benotigt.

Gedankenexperiment 28. DIAGONALISIERBARE MATRIZEN. Wieder wollen wir die
allgemeine Losung der Differentialgleichung

y(t) = Ay(t) (teR) (121)

finden — diesmal unter der Annahme, dass A diagonalisierbar ist. Seien wiederum Ay, ..., A\,
die Eigenwerte von A. Wir definieren D := diag(A4, ..., A,) und schreiben

A=SDS™ (122)
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wobei S wie in gewihlt ist. Die Differentialgleichung schreibt sich dann
y'(t) = SDS 'y(t) (t€R) (123)
Wir multiplizieren nun auf beiden Seiten mit S~! und erhalten
Sh/(t) = DS 'y(t) (tE€R) (124)

Um die folgende Losungsidee zu motivieren, wollen wir uns den Ausdruck mal anders
geklammert anschauen. Es gilt

%[S‘ly(t)] — D[Sy(t)] (t€R) (125)

Hierbei haben wir benutzt, dass wegen der Linearitédt der Ableitung
LS y(t)] = S/ (t) gilt (HA). Fiir eine Losung y € C*(R;R") kénnen wir nun z(t) :=
S~1y(t), (t € R) definieren. Gleichung (125) liest sich dann wie folgt:

J(t) = Dz(t) (t €R). (126)

Hiermit sind wir in derselben Situation wie in Gleichung (113): z € C'(R;R™) 15st
2'(t) = Dz(t), wobei D = diag(Ay,..., \,) eine Diagonalmatrix ist. Wir schlieen aus
dem vorangegangenen Gedankenexperiment, dass es ein ¢ € R™ gibt mit

2(t) = E(t)e, wobei E(t) := diag(e™’,...,e*") Vi € R. (127)
Wir erinnern uns nun, dass z(t) = S~'y(¢) und folgern
y(t) = Sz(t) = SE(t)c (t €R). (128)

Damit erhalten wir die folgende
BEHAUPTUNG: Ist A diagonalisierbar mit S™'AS = diag(Ay, ..., \n), so ist die allgemeine
Losung von ((121)) gegeben durch

L:={y € C'(R;C") : y(t) = SE(t)c fiir ein c € C"}, (129)
wobei
E(t) = diag(eM’, ...,eM")  (t € R). (130)
[ﬁbung 29. Beweisen Sie die obige Behauptung formal. ]

Wir haben im obigen Gedankenexperiment von der Substitution z(t) := S~'y(t) profitert.
Im Folgenden werden wir immer wieder Situationen kennenlernen, bei denen eine solche Sub-
stitution hilfreich ist. Sie hilft, Differentialgleichungen durch Basiswechsel auf eine einfachere
Form zu bringen.

Aus der linearen Algebra kennen wir auch Kriterien fiir die Diagonalisierbarkeit von
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Matrizen. Moralisch sind sehr viele Matrizen diagonalisierbar: Man kann sogar zeigen, dass
die diagonalisierbaren Matrizen in C"*" dicht liegen (HA, schwer aber machbar).

Unser DGL-System ldsst sich aber auch fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen 16sen —
mithilfe der Jordan-Normalform! Diese existiert dann schlussendlich fiir jede Matrix A €
C™™ und somit ist man befdhigt beliebige lineare Systeme mit konstanten Koffizienten
explizit zu losen.

Betrachten wir also nun die DGL

y(t)=Ay(t) (teR) (131)

wobei A beliebig ist. Allgemein hat A eine Jordan-Normalform: Es gibt eine invertierbare

Matrix S € C™*"™ mit
Jo... 0

STAS= [+ o ], (132)
o ... J,

wobei J,, € C"m*"m > 1,11 + ... + n, = n die einzelnen Jordanblocke sind, d.h.

Am 1 0
A A R iyt (133)
: SO
0 Am

n,, die Matrix ist, die auf der ersten Nebendiagonalen nur Einser und

1 j=it1
nij:{ = (134)

ey

sonst Nullen hat, d.h.

0 sonst.

Wir werden wieder in der Lage sein (131]) durch Substitutionen so zu vereinfachen, dass wir
nur die Gleichung fiir einen Jordanblock 16sen miissen. In der Tat: Definiert man g(t) :=
S~ly(t), (t € R) so gilt fiir alle t € R

J(t) = S7() = S Ay(t) = STTAS(S (1) = S ASH(). (135)
Das bedeutet
Jl ce 0
goy=1: . | (136)
0o ... J,

Dieses System lisst sich entkoppeln: ¢ hat die Gestalt § = (1, ..., 9,)T wobei g, € C1(R; C™)
Losung von
To0) = Jiin®) = Ol + N)in(8). =1, (137)

Wir miissen fiir eine Losung also nur die Funktionen ¢, finden. Das heifit: Wir haben das
Problem reduziert auf das Folgende:

Finde z € CY(R,CY) so, dass  2/(t) = (A + N)z(t) (t €R). (138)
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Hierbei ist A € C beliebig und I, N € C%? definiert wie in . Man beachte, dass wir
hier in diesem Kontext unsere Dimension mit d notieren und nicht wie iiblich mit n, weil
wir ja bei dem obigen Entkopplungsschritt ein n-dimensionales System in viele Teilsysteme
zerteilen. Beispielhaft wollen wir nun mal fiir d = 2 16sen.

Gedankenexperiment 30. 2 x 2-JORDANBLOCKE. Es sei d = 2 und A € C. Wir bestim-
men die allgemeine Losung fiir

2(t) = (M + N)2(t) = (3 D () (tER). (139)

Wir schreiben dazu die Gleichung in einzelnen Komponenten aus. Es gilt

2\ (A 1N [z()\ [ A=(t) + 2(t) (140)
2))  \0 A \=(t)) Az (t) '
Schauen wir nun auf die zweite Komponente, so erhalten wir die Gleichung 24(t) = Azy(t).

Aus dieser Gleichung schliefen wir (siehe Formel[17] (p.[L7))), dass es eine Konstante ¢; € C

geben muss mit der Eigenschaft, dass
2(t) = e (t €R). (141)

Damit ist zo schon (bis auf einen freien Parameter ¢y € C) komplett beschrieben. Setzen
wir diese neue Erkenntnis in die erste Komponente von ((140)) ein, so erhalten wir

2(t) = Az1(t) + 2(t) = Az (t) + cae™. (142)

Diese Gleichung entspricht der Situation aus Beispiel (p. 20) mit « = f = X und
v = cy. Mit erhalten wir, dass es ein ¢; € C gibt mit

21(t) = eM(cy + cot) = ey +teMe, (t €R). (143)
Setzen wir dies und ([141]) zusammen, so erhalten wir fiir gewisse c1, ¢y € C
At At VRIS’
21(t) _ (M ;t te¥er\ _ (e te/\t cr) (144)
29(t) eey 0 e Co

wobei wir im letzten Schritt eine Matrixmultiplikation ‘riickwérts’ durchgefiithrt haben,
um den Ausdruck in eine angenehme Form zu bringen. Wir schlieBen — wie immer —
dass die allgemeine Losung gegeben ist durch

L:={z € C*R,C? : 2(t) = E(t)c, fiir ein c € C?}, (145)
wobei

(&

E(t) = (egt t‘ff) . (146)

Wir konnten an dieser Stelle noch in einem Satz formulieren, wie das Ganze in beliebigen
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Dimensionen aussieht. Es ist aber vielleicht auch ohne einen solchen Satz einsichtig, dass man
das obige Verfahren auch auf hoherdimensionale Situationen iibertragen kann. Auflerdem
wird man sich den Satz aufgrund der vielen Indizes kaum merken kénnen. Wir sparen uns
an dieser Stelle die Arbeit und formulieren einfach nochmal die Quintessenz:

1. Durch eine Substitution ist es stets moglich zu erreichen, dass die Matrix A in Jordan-
Normalform angegeben ist. (Fiir Details sieche nochmal ((135))).

2. Fiir Jordan-Blocke léasst sich das System iterativ 16sen — Die letzte Gleichung lasst
sich stets entkoppeln und separat losen, woraufhin die Losung dann in die obigen
Gleichungen eingesetzt werden kann.

Zusammenfassung 31. ZWEIDIMENSIONALE SYSTEME.
Zweidimensionale Systeme haben wir damit komplett “abgegrast”. Falls die DGL

y(t) = Ay(t) (t€R) (147)

fiir eine Matrix A € R?*? gegeben ist, so gibt es zwei Moglichkeiten.
Fall 1. A diagonalisierbar. Ist A diagonalisierbar, so gibt es S € C?*? invertierbar und

)\1,)\2€Cmit
stag— (M0 (148)
0 N

In dem Fall ist, wie wir gesehen haben

At
L= {y € C'(R;C?) : y(t) = SE(t)c fiir ein c € C*}, E(t) = (60 692t> :

Fall 2. A nicht diagonalisierbar. Ist A hingegen nicht diagonalisierbar, so gibt es S € C?*2
invertierbar und A € C mit der Eigenschaft

S1AS = (3 i) . (149)

Subsitutieren wir z(t) = S~'y(t), so erhalten wir

Al
! _ Q1,0 _ -1 _ q—1 _
2'(t) = S"y'(t) = ST Ay(t) = STASz(t) = <O )\) 2(t). (150)
Nach dem vorigen Beispiel gilt dann
e)\t te)\t
2(t) = E(t)c fiir ein ¢ € C*,  wobei E(t) = ( 0 e*t) : (151)
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Da y(t) = Sz(t) (siehe vorige Subsitution) gilt y(t) = SE(t)c und fiir ein ¢ € C? und
damit damit

e)xt te/\t
L = {y € C'(R;C?) : y(t) = SE(t)c fiir ein c € C*}, E(t) = ( 0 e’\t) :

( )

Ubung 32. LINEARE DGLS UND DIE JORDAN-NORMALFORM

(a) Finden Sie die allgemeine Losung zu

210
Zt)=10 2 1] z(t). (152)
00 2
(b) Finden Sie die allgemeine Losung zu
2 10
y(t)=1-1 2 1]yt). (153)
0 1 2

HiNnwEIS. Die Jordan-Normalform der unteren Matrix aus Teilaufgabe (b) ist exakt die
Matrix aus Teilaufgabe (a).

SINN DER UBUNG. Diese Ubung soll aufzeigen, dass man mit den entwickelten Methoden
auch fiir héherdimensionale lineare DGLs mit konstanten Koeffizienten die Losung explizit
hinschreiben kann. Wir trainieren hierbei die in den vorherigen Gedankenexperimenten
erlernten Losungstechniken. Auch wiederholen wir in dieser Ubung, wie man die Jordan-
Normalform einer gegebenen Matrix findet.

| J

( )

*Ubung 33. SYSTEME IN JORDAN-NORMALFORM Finden und beweisen Sie fiir allge-
meine d € N eine Formel fiir die allgemeine Losung von

J(t) = (M + N)z(t) (t €R). (154)

wobei I die d x d-Einheitsmatrix ist und N € C¥*4 wie in (134)) ist.
SINN DER UBUNG: Dies ist der letzte Schritt, der uns zu einer allgemeinen Losungsformel
fiir allgemeine lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten fehlen wiirde.

| J

1.2.3 Die Fundamentalmatrix

Die Beobachtungen aus dem letzten Abschitt legen nahe, dass die allgemeine Losung von
y'(t) = Ay(t) (A € C™*") stets von folgender Form ist:

L:={y € CYR,C") : y(t) = M(t)c fiir ein ¢ € C"}, (155)
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wobei M € CY(R; C™*") eine zeitabhingige Matrix ist. Eine weitere Beobachtung ist, dass
M (t) stets fir alle t € R invertierbar ist. Auch dies ist kein Zufall und gilt — wie wir spéter
sehen werden — sogar allgemein fiir Gleichungen der Form y/(t) = A(t)y(t), (t € I)!

Die Formel in zeigt nochmal explizit, dass die Menge aller Losungen einen Un-
tervektorraum von C'(R; C") bildet (HA). Wir lernen hier sogar mehr: Der Vektorraum in
ist (wegen der Invertierbarkeit von M (t)) exakt n-dimensional (HA)!

Aus lernen wir auch, dass die allgemeine Losung komplett durch die Abbildung
t +— M(t) beschrieben werden kann. Weil diese Abbildung so wichtig ist, geben wir dieser
einen speziellen Namen.

e N

Definition 34. FUNDAMENTALMATRIX Es sei eine lineare DGL

y(t) = A)y(t) (tel) (156)

fir A € C°(I; C™™) gegeben.
Eine Abbildung ¢ + M(t), (t € I) in C'(I; C"™ ") heilt Fundamentalmatriz fiir die DGL
falls

1. M(t) invertierbar fiir alle t € I.

2. Die allgemeine Losung ist gegeben durch

L= {y € C*(I;C") : y(t) = M(t)c fiir ein c € C"}. (157)

. J

Fiir Systeme mit konstanten Koeffizienen kénnen wir ¢ — M (¢) nun bereits explizit angeben.

Fiir Systeme mit nicht-konstanten Koeffizienten miissen wir uns noch ein wenig gedulden...
Haben wir eine Fundamentalmatrix gefunden, so lassen sich alle Anfangswertprobleme

eindeutig l6sen. In der Tat: Sei fiir ein ¢y € I und ein yy € C" das Anfangswertproblem

{y'<t> = AWy(t) (tel) (158)

y(to) = yo

gegeben und sei t — M (t) eine Fundamentalmatrix. Wir wissen, dass die Losung die Gestalt
y(t) = M(t)c,(t € I) fur ein ¢ € C" hat. Um alle moglichen Werte fiir ¢ zu bestimmen
betrachten wir '

yo = y(to) = M(to)c. (159)

Wegen der Invertierbarkeit von M (ty) gibt es hierzu genau eine Losung: ¢ = M (ty) 'yo.
Dabher ist
y(t) = M(t)M(to) 'y (t € ) (160)

die einzig mogliche Losung.
Man kann aus der Fundamentalmatrix noch weitere niitzliche Dinge herauslesen.

Definition 35. FUNDAMENTALSYSTEM.
Es sei t — M(t), (t € I) eine Fundamentalmatrix fiir eine lineare homogene DGL y/(t) =
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A(t)y(t), (t € I). Die Menge von Abbildungen {t — M (t)ey, ....,t — M(t)e,} C C1(I;C"),
die jeweils t auf die Spaltenvektoren von M (t) schickt, wird Fundamentalsystem genannt.

Man sieht: Jedes Element des Fundamentalsystems ist eine Losung (HA). Auflerdem ldsst
sich jede Losung auf eindeutige Weise als Linearkombination von Elementen eines gegebenen
Fundamentalsystems schreiben. In der Tat: Ist

c=cie; + ...+ cpe, € C" (161)
beliebig vorgegeben, so ist die Losung y(t) = M (t)c = M (t)(c1e1 + ... + cpen) gegeben durch
y(t) =cr(M(t)er) + ... + cn(M(t)e,). (162)

Da jede Losung y € L die Gestalt y(t) = M(t)c fiir ein eindeutiges ¢ € C™ hat, kénnen wir
y als eindeutige Linearkombination von Elementen des Fundamentalsystems schreiben.
Man beachte, dass wir fiir die Eindeutigkeit von ¢ wiederum die Invertierbarkeit von M ()
bendtigen.
Zusammengefasst:

Merksatz 36.
Jedes Fundamentalsystem bildet eine Basis des Losungsraumes L. (163)

Insbesondere: Existiert eine Fundamentalmatrix ¢ — M (t), so ist L ein Vektorraum der
Dimension n (iiber C).

| J

Diese Eigenschaft rechtfertigt den Namen ‘ Fundamentalsystem’.
Dankenswerterweise ist es nun so, dass wir zu jeder linearen DGL ein Fundamentalsystem
finden konnen. Beweisen kénnen wir das aber leider erst spiter.

s N

Satz 37. EXISTENZ EINER FUNDAMENTALMATRIX.

Es sei A € C%(I; C™™). Zu jedem linearen DGL-System der Form /(t) = A(t)y(t), (t € I)
gibt es eine Fundamentalmatrix ¢ — M (¢) in C'(I; C**"). Insbesondere bildet die Menge
aller Losungen einen (C—)Vektoraum der Dimension n. Ferner hat fiir alle yy € C" und
to € I das Anfangswertproblem

{y’w = Alt)y(t) (tel) (164)

y(to) = Yo

eine eindeutige Losung, gegeben durch

y(t) = M(t)M(to) tyo (t€I). (165)
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(Noch unvollstindiger) Beweis. Die Existenz einer Fundamentalmatrix zeigen wir
spater. (Falls A(f) = A = const. haben wir es eigentlich schon bewiesen, da wir ¢t — M ()
stets explizit angeben kénnen. Man miisste aber an dieser Stelle dann noch die Invertier-
barkeit von M (t) iiberpriifen (HA)). Die Existenz einer Fundamentalmatrix bedingt, dass
die allgemeine Losung ein Vektorraum der Dimension n ist, sieche Merksatz (p. .
Auch die eindeutige Existenz einer Losung eines Anfangswertproblems haben wir bereits
in der Diskussion vor diskutiert. Die Kurzfassunng nochmal hier: Jede Losung der
DGL ist von der Gestalt y(t) = M(t)c fiir ein ¢ € R™. Damit der Anfangswert y(ty) = yo
angenommen wird muss gelten M (ty)c = yo. Da M (to) invertierbar ist, besitzt dieses linea-
re Gleichungssystem genau eine Losung ¢ = M (tg) 'yo. Daher ist die eindeutige Losung

von ([164]) gegeben durch

y(t) = M(t)e = M(t)M(to) " yo. (166)

J

Mit einer Fundamentalmatrix kann man also DGLs eindeutig 16sen. Man beachte jedoch,

dass Fundamentalmatrizen selbst nicht eindeutig durch die DGL bestimmt sind:

-

*-Beispiel 38. NICHTEINDEUTIGKEIT VON FUNDAMENTALMATRIZEN.

Es sei eine lineare DGL gegeben, die eine Fundamentalmatrix ¢ — M(t) besitzt. Sei
zusézlich B € C™" eine beliebige invertierbare Matrix.

BEHAUPTUNG: Dann ist ¢t — M (t)B auch eine Fundamentalmatrix.

BEWEIS: Da M (t) ein Fundamentalsystem ist gibt es zu jeder Losung y € L ein ¢ € C™
mit

y(t) = M(t)e VteR. (167)
Setzen wir nun ¢ := B~ !¢, so erhalten wir
y(t) = M(t)Bc VteR. (168)
Dies zeigt, dass
L C {yc C'(R,C") : y(t) = (M(t)B)¢ fiir ein ¢ € C"}. (169)

Man erhélt in der obigen Mengeninklusion auch Gleichheit, indem man leicht nachrechnet,
dass jedes Element y(t) = M (t) B¢ auf der rechten Seite die Gleichung 16st [denn schliefllich
hat es ja die Gestalt y(t) = M(t)d fiir ein d € C", d = B¢]. Zum Abschluss ist dann nur
noch zu zeigen, dass M (t)B fiir jedes t € R invertierbar ist. Dies folgt aber auch leicht
daraus, dass

det(M(£)B) = det(M(¢t))det(B) £0 Vte I. (170)

J

Eine Fundamentalmatrix hat fiir uns einen sehr groflen Nutzen: Wir kénnen mit ihr sogar

das inhomogene Problem

y'(t) = A@)y(t) +o(t) (L €R) (171)

fiir ein b € CY(R;C") 16sen. Ist ¢ — M(t) eine Fundamentalmatrix fiir das homogene Pro-
blem, so konnen wir die Variation der Konstanten (siche Beweisreflexion (p. und
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Beispiel 21] (p. 20)) anwenden: Wieder einmal fiihrt uns ein Ansatz der Form
y(t) = M(t)e(t) (€ R) (172)

fiir eine Funktion ¢ € C'(R; C") zum Ziel.

4 )

Ubung 39. INHOMOGENE SYSTEME.
Es seien a,w, d € R. Bestimmen Sie die allgemeine Losung von

70 = (% 0) 0+ (gintan) (173

Zeigen Sie: Falls a@ # 4w, so sind alle Losungen auf I = R beschréinkt. Falls o = +w, so
gibt es unbeschrénkte Losungen.
HiNnwEIS: Die Losung des zugehorigen homogenen Problems ist in Anwendung |51 (p.
durchgefiihrt. Die Rechnungen dort diirfen benutzt werden um die Fundamentalmatrix
t — M(t) zu bestimmen. Damit sollte der Ansatz in in diesem konkreten Fall gut
durchfithrbar sein.
SINN DER UBUNG. Wir werden sehen, dass diese DGL auftaucht, wenn wir die Schwin-
gung eines getriebenen harmonischen Oszillators beschreiben wollen. Der Fall o = 4w,
der sogenannte Resonanzfall, nimmt wegen der unbeschriankten Losungen eine besondere
Bedeutung ein. Mit diesem Fall kann erkldrt werden, warum an beim Schreiben an der
Tafel manchmal die Kreide quietscht.

Methodisch ist die Aufgabe auch interessant: Wir iiben hier auch nochmal die Variation
der Konstanten in einer komplexeren Situation ein.

1.2.4 Dekomplexifizierung

Zum Abschluss der Sektion(en) iiber lineare Systeme machen wir noch eine Bemerkung zur
Komplexifizierung. Bevor wir lineare Systeme studiert haben, haben wir immer reellwertige
Losungen in y € C1(R, R") gesucht. Fiir die Gleichung

y(t) = Ay(t) (t€R) (174)

erhalten wir aber mit unseren Methoden stets eine komplezwertige Losung y € C1(R; C"),
auch wenn A € R™" nur reelle Eintrdge hat! Komplexwertige Losungen sind aber meis-
tens physikalisch nicht sinnvoll. Daher miissen wir die Reellwertigkeit von Losungen aktiv
untersuchen! Dies werden wir hier tun, und zwar bereits fiir die allgemeinere Gleichung
y'(t) = A(t)y(t), (t € I) wobei A € CO(I; R"™™) eine (zeitabhingige, reellwertige) Matrix ist.

Wir zeigen: Fiir jedes Anfangswertproblem mit reellwertigen Daten ist die Reellwertigkeit
der Losung garantiert! Diese Aussage ist uns wichtig, denn wir kénnen damit zeigen, dass
sich unsere Komplexifizierung rickgingig machen lasst.

Proposition 40. REELLWERTIGE LOSUNGEN. Es sei A € C°(I; R™*") eine zeitabhingige
Matrix mit nur reellwertigen Eintrdgen und die DGL

y(t) =A)yt) (tel) (175)
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gegeben.

(i) Ist y € CYI;C") eine Losung, so sind ¢ — Re(y(t)) und ¢ — Im(y(¢)) auch
Losungen. (Hierbei sind Re und Im komponentenweise zu interpretieren)

(ii) Fiir alle yo € R™ hat jedes Anfangswertproblem
"(t) = A(t)z(t tel
2(0) = A=) (e 1) -
z(to) = ¥o

eine eindeutige reellwertige Losung z € C(I,R").

e N

Beweis. Punkt (i). Dies zeigen wir durch direktes Einsetzen. Es sei 3(t) := Re(y(¢)) fiir
t € R, d.h. g;(t) = Re(y;(t)) fiir alle i = 1,...,n. Dann gilt

Re(3 51 a1;(8)y; ()

J'(t) = Re(y'(t)) = Re(A(t)y(t)) = : (177)
Re (351 an;(t)y; (1))

25— a1 (t)Re(y; (1)) 2 i1 a1 (1)95(1)

—Aj(r),  (178)

Def. von g;

S g () Re(y; (1)) S an (D35 (2)

wobei der letzte Schritt einfach die Definition der Matrixmultiplikation
(riickwarts gelesen) ist. Man beachte, dass wir am Anfang der zweiten Zeile die R—Linearitét
des Realteils benutzt haben, d.h. Re(az) = aRe(z) fiir alle z € C und a € R. Wir haben
gezeigt, dass §'(t) = Ag(t) fir alle ¢t € R und somit 16st § = Re(y) die Gleichung. Analog
kénnte man dieselbe Rechnung mit dem Imaginérteil machen. Wir iiberlassen sie an dieser
Stelle den Lesenden als Ubungsaufgabe.

Punkt (ii). Wir wissen aus Satz [37] (p. [32), dass eine eindeutige (nicht zwingend reell-
wertige) Losung z € C1(I; C") existiert. Es muss noch gezeigt werden, dass z € C*(I; R")
liegt, d.h. reellwertig ist. Dazu: Wir fithren uns vor Augen, dass nach Punkt (i) auch
Z(t) := Re(z(t)) eine Losung der DGL ist. Ferner hat man

Z(to) = Re(z(to)) = Re(yo) = wo, (179)

2%} (t)ER Vi,j

da yy € R" reellwertig ist. Mit anderen Worten gilt dann
2(t) = A(t)z(t tel
#(0) = AW (te D) s0)
Z(to) = Yo-

Daher 16st Z dasselbe Anfangswertproblem wie z, ndmlich ((176)). Nach Satz (p.
sind Losungen von linearen Anfangswertproblemen ((176) aber eindeutig! Es folgt, dass
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z = Z, d.h. mit anderen Worten z(t) = Re(z(t)) fiir alle ¢ € I. Wir schlieflen daraus, dass
z(t) € R™™ fiir alle t € I. Daher gilt, dass die eindeutige Losung reellwertig ist.

Eine berechtigte Frage ist nun: Wenn wir ein reellwertiges DGL-System gegeben haben,
finden wir dann auch eine reellwertige Fundamentalmatrix? Die Antwort ist in der Tat “ja”!

e N

*_.Proposition 41. Es sei A € C°(I;R™") eine zeitabhiingige reellwertige Matrix und
die DGL

y'(t) = Alt)y(t)(t € I) (181)

gegeben. Dann gibt es eine reellwertige Fundamentalmatrix M € C(I; R™").

(. J

'a A

Beweis. Satz|37] (p. gibt uns die Existenz einer komplexwertigen Fundamentalmatrix
M € CY(I;C™ ™). Definiere nun fiir ein beliebiges t, € I

M(t) == M()M(to)™" (tel). (182)

Wie wir in Beispiel [38] (p. gesehen haben ist ¢ — M () auch eine Fundamentalmatrix.
(Dort haben wir némlich gezeigt, dass das Produkt einer Fundamentalmatrix mit einer
beliebigen invertierbaren Matrix wieder eine Fundamentalmatrix ist).

BEHAUPTUNG: M € CY(I;R™ ") hat nur reelle Eintréige. Hierfiir geniigt es zu zeigen,
dass

M(t)er, ..., M(t)e, € R" Vte . (183)

In der Tat: Da M (t)e; gerade die i-te Spalte von M (t) in einen Vektor geschrieben enthélt,
wiirde aus ((183) folgen, dass M (t) reelle Spaltenvektoren hat uns somit reellwertig ist.
Beachte nun, dass fiir alle i € {1,...,n} gilt

M (t)e; = M(t)M(ty) te;. (184)
Jetzt ist nach Satz 37| (p. , genauer nach aber
y(t) = M(t)M(to) 'e; (te€ ) (185)

die eindeutige Losung zum Anfangswertproblem
"(t) = A(t)y(t tel
J (1) = Ay(r) (teT) s6)
y(to) = ei.

Diese Losung ist nach Proposition (p. [34) aber R"-wertig, weshalb fiir alle ¢ € I gilt,
dass
M (t)e; = M(t)M(to)te; = y(t) € R™ (187)

Es folgt wie oben beschrieben die Reellwertigkeit der Fundamentalmatrix.

|\ J

Man beachte, dass eine reellweertige Fundamentalmatrix auch ein reellwertiges Fundamen-
talsystem liefert. Somit kann man also stets eine Basis des Losungsraumes L aus reellwertigen
Losungen finden.
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Achtung: Nur weil es jetzt eine reellwertige Fundamentalmatrix gibt heiffit das auf keinen
Fall, dass jede Fundamentalmatrix reellwertig ist! Im Gegenteil: Mit Beispiel (p. kann
man sich stets munter komplexwertige Fundamentalmatrizen konstruieren.

1.2.5 DGLs hoherer Ordnung

Mittlerweile kénnen wir schon ziemlich allgemeine lineare Differentialgleichungen l6sen. Die
Theorie lisst sich auch auf lineare Gleichungen héherer Ordnung anwenden.

“Hohere Ordnung” heifit, dass hohere Ableitungen in der Gleichung vorkommen. Das
heifit, man hat z.B. eine Gleichung der Form

y'(t) = f(ty(t),y (1) (e (188)
Aus historischen Griinden schreiben wir hier auch oft die gesamte DGL auf eine Seite, d.h.
y'(t) = f(ty(t),y' () =0 (tel). (189)

Ublicherweise war die Regularitiit, die wir gefordert haben immer ‘y € C'(I)’. Im Kontext
von DGLs hoherer Ordnung miissen wir natiirlich hohere Regularitdtsanforderungen stellen,
denn schliefflich miissen wir ja auch von hoheren Ableitungen sprechen kénnen. Daher d&ndert
sich auch unsere Definition eine Losungsbegriffs.

e N

Definition 42. LINEARE DGLS HOHERER ORDNUNG.
Es seien a,b € C°(I; C) Eine Differentialgleichung der Form

y'(t) +a)y () +b(t)y(t) =0 (¢t € 1) (190)

heifit lineare (homogene) DGL zweiter Ordnung. Eine Liésung ist eine Funktion y €
C?(I;C) die fiir alle ¢ € I erfiillt. Falls a,b konstante Funktionen sind, so heifit
die DGL lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Allgemein heif3t
eine DGL der Form

Y () + ana (Oy" V(@) + o+ ar(Dy (E) + ao(t)yo(t) = 0 (¢ € 1) (191)
eine lineare (homogene) DGL n-ter Ordnung. Eine Losung ist dann eine Funktion y €

C™(I;C) so, dass (191) erfiillt ist.

(. J

Man beachte, dass auch fiir solche Gleichungen das Superpositionsprinzip gilt, d.h. wieder
einmal bildet die allgemeine Lésung

L={yeC*LC):y'(t) +alt)y (t) +b(t)y(t) =0Vt € I} (192)

einen Vektorraum iiber C.

Wir werden gleich sehen, dass sich DGLs hoherer Ordnung l6sen lassen, indem wir sie
mithilfe einer geschickten Substitution als System von DGLs erster Ordnung schreiben. Ha-
ben die DGLs konstante Koeffizienten a,b = const., so lésst sich die Losung sogar explizit
bestimmen!
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Gedankenexperiment 43. RUCKFUHRUNG AUF DGL-SYSTEME.
Wir beschrénken uns hier mal (der Einfachheit halber) auf DGLs zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten, d.h. auf

y'(t) +ay' (t) + by(t) =0 (t € R), (193)

fiir a,b € C zwei Konstanten. Fiir die Losung verwenden wir einen einfachen Trick: Wir
wandeln die DGL in ein System von DGLs erster Ordnung um. Sei hierzu y eine Lésung
von (193). Wir setzen fiir ¢t € R

2o(t) == y(t),
21(t) ==/ (1). (194)
Wir berechnen
2(t) =y (t) = «1(b), (195)
720 =y"(t) = —ay'(t) —by(t) = —ax(t) - bzo(t). (196)

Alles in Allem heifit das

i (0) = (G0) = (o Yamin) = (5 2) G- oo

Somit schliefen wir, dass die Funktion

At) = (28;) (teR) (198)

die folgende DGL erfiillt:
S(t) = (_Ob 1 ) +(8). (199)

Dies ist eine DGL, die wir bereits explizit 16sen kénnen! Es wird — wie im letzten Ab-
schnitt erlautert — so sein, dass die allgemeine Losung gegeben ist durch

L= {ze C(R;C?) : z(t) = M(t)c fiir ein ¢ € C"} (200)

fiir eine Fundamentalmatrix ¢ — M(t), die wir explizit bestimmen koénnen. Eigentlich
wollen wir aber nicht die vektorwertige Losung z(t) haben, sondern die skalarwertige
Gleichung l6sen. Wir miissen wieder resubstituieren. Dafiir erinnern wir uns, dass
y(t) = zo(t) die erste Komponente von z(t) war. Das legt nahe, dass die allgemeine Losung
gegeben ist durch

L = {y € C'(R;C) : y ist erste Komponente eines Elementes aus L}. (201)
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Mit (200) und der Tatsache, dass (v, e;) stets die erste Komponente eines Vektors v € C?
liefert gilt
L={ycC'R;C):y(t) = (M(t)c,e)}. (202)

Diese Formel zeigen wir im Laufe dieses Abschnittes formal und auch ohne die Annahme
konstanter Koeffizienten (die wir bei Lichte betrachtet auch hier nicht sonderlich benutzt
haben — sie hilft lediglich dabei die Losung in (200)) explizit zu bestimmen).

Wir haben also eine Korrenspondenz zwischen linearen Systemen und linearen DGL’s
hoher Ordnung! Das heifit insbesondere, dass wir in den letzten Kapiteln bereits die Kennt-
nisse erworben haben, um DGLs hoherer Ordnung zu l6sen — und auch bereits gelost haben:

4 )

Ubung 44. EINE (INHOMOGENE) DGL HOHERER ORDNUNG.

Das System aus Ubung 39| (p. kann verwendet werden um die allgemeine Losung einer
DGL zweiter Ordnung zu beschreiben. Geben Sie diese DGL an.

SINN DER UBUNG: Wir sehen an dieser Ubung nochmal, dass wir auch inhomogene lineare
DGLs hoherer Ordnung bereits gut 16sen kénnen, weil wir ja schliefllich auch inhomogene
lineare Systeme l6sen konnen. Die DGL, die hierbei auftaucht gehort zum getriebenen
harmonischen Oszillator, welches im Ingenieurwesen sehr relevant ist und was wir spéter
noch besprechen werden.

| J

Das vorherige Gedankenexperiment zeigt, dass wir jede lineare DGL hoherer Ordnung auf
ein lineares System zuriickfithren konnen Auch fiir nichtlineare DGLs hoherer Ordnung ist
ein Ansatz wie in (194) moglich. Wir diskutieren im Rest des Abschnittes, dass IL aus
wirklich die allgemeine Losung ist.

Die Proposition, die wir als néchstes beweisen werden, klingt von der Formulierung her
zunéchst abstrakt. Sie besagt aber lediglich, dass jede Losung einer DGL hoherer Ordnung
aus einer Losung des zugehorigen Systems erhalten werden kann und umgekehrt. Mit anderen
Worten: Es gibt eine 1-zu-1 Korrespondenz der beiden Mengen L und LL aus Gedankenexpe-

riment [43] (p. 38).

Proposition 45. 1-20-1 KORRESPONDENZ ZU LINEAREN SYSTEMEN.
Es sei fiir a,b € C°(I;C) die DGL

y'(t) +a(t)y'(t) +b(t)y(t) =0 (te ) (203)
gegeben. Es sei nun
={y € C*(I;C) : ¢/"(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) =0Vt € I} (204)

und

T.— {z € CM(I;C?) : (1) = (—l?(t) _i(t)> () Vie 1.} (205)
Dann definiert
o:L—oL, o) := (y,) (206)




einen Vektorraumisomorphismus (d.h. eine lineare bijektive Abbildung) zwischen L und

L (als Vektorrdume tiber C). Insbesondere gilt

dime (L) = dimg (L) = 2. (207)

(. J

e N

Beweis. Es sei @ definiert wie in der Aussage. Wir zeigen Wohldefiniertheit, Linearitét,
Surjektivitat und Injektivitdat von &. B

Schritt 1. Z: ® ist wohldefiniert, d.h. ®(y) € L fiir alle y € L. Es sei ®(y) = (y,y')? fiir
ein y € L gegeben. Definiere z = (29, 21)7 mit 2y := y und z; := ¢/, d.h. z = ®(y). Dann
gilt

2p(t) =y'(t) = z1(t) Vtel. (208)
und (wiederum mit den Definitionen von zo und z;)
2) =y'(t) = —a(t)y'(t) = b(t)y(t) = =b(t)2(t) —alt)z1(t) Vel (209)

(1203)

Es ergibt sich aus den vorigen beiden Gleichungen, dass

(Z)Ez;) N (—b(t)zo(f)l (_t)a(t)zl(t)> - (_(?(t) _;(t)) (Z)Eg) : (210)

wobei man fiir den letzten Rechenschritt am besten die Matrixmultiplikation riickwérts
liest. Da 2z = (20, 1) schlieBen wir

(1) = (—l?(t) _;(t>) 2 (1), (211)

weshalb 2 € L gilt. Erinnern wir uns zuriick, dass z = ®(y), so erhalten wir also ®(y) € L,
was zU zeigen war.

Schritt 2: ® ist linear. Dass ® linear ist, iiberlassen wir den Lesenden als Ubungsaufgabe
(HA). Es folgt direkt aus der Linearitdt der Ableitung

y + o (als Abbildung von C?(I;C) nach C*(I;C)).

Schritt 3: ® ist surjektiv. Dazu sei z = (29,21)7 € L beliebig vorgegeben. Es ist zu

zeigen, dass z = ®(y) fiir ein y € L. Da z € L gilt

(z{igg) =2/(t) = (—l?(t) —al(t)) #(t) = (_(?(t) _al(t)) (28) : (212)

<2Eg) N <—b(t)zo(tz)1 (—t)a(t)zl(t)) ' (213)
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Vergleichen der ersten Komponenten ergibt
2p(t) = z1(t) Vtel. (214)

Dies zeigt (da z; € C1(I;C)) dass zj € C'(I;C), also zy € C?*(I;C). Mit diesem Wissen
berechnen wir eine Gleichung fiir die zweite Ableitung von zy. Es gilt fiir alle t € 1

7 (t) = (2(1)" = 21(t)" = =b(t)z0(t) — a(t)z(t) (215)
= —b(t)z0(t) — a(t)z,(t). (216)

Bringen wir alle Terme auf eine Seite, so erhalten wir
20 () 4+ a(t)zg(t) + b(t)20(t) = 0. (217)

Insbesondere ist also zg € L, wie man direkt aus der Definition von L (227)) abliest. Man

erhélt, dass
_ [~} _ (*0) _
= (2) g (3) -2t (215)

wobei zy € L. Setzt man nun y = 2, so erhélt man, dass z = ®(y) fiir ein y € L.
Schritt 4: Wir zeigen die Injektivitat von ®. Hierfiir geniigt es nach einem Satz aus der
linearen Algebra zu zeigen, dass der Kern

ker(®) :={y e L: ®(y) =0} (219)

nur aus dem Nullvektor besteht. Es sei also y € ker(®), d.h. y € L. mit ®(y) = 0, wobei
hier mit 0 der Nullvektor in L € C'(R,C?) gemeint ist, d.h. die Abbildung z definiert
durch z(t) := (0,0)7 fiir alle t € I. Dann gilt

(0) o= (%), (220)

woraus wir durch Vergleich der ersten Komponenten y = 0 erhalten. Es folgt, dass
ker(®) = {0} und somit die Injektivitat von ®. Es ist nun gezeigt, dass ® ein Vektor-
raumisomorphismus ist. Die Dimensionsgleichung folgt direkt aus einem Resultat
aus der linearen Algebra: Zwei isomorphe Vektorraume haben dieselbe Dimension! Dass

dimC(IE) = 2 folgt aus Merksatz 36| (p. .

J

Der Vektorraumisomorphismus oben kann nun benutzt werden um Anfangswertprobleme
richtig aufzustellen und zu 16sen. Wir miissen uns allerdings erstmal im Klaren werden, was
ein Anfangswertproblem im Kontext von DGLs héherer Ordnung iiberhaupt sein soll... Ganz
intuitiv wiirde man vielleicht wie {iblich Probleme wie

{y/’@) +alt)y' () +b()y(t) =0 (tel)

y(to) = vo (221)

fiir ein yg € C studieren wollen. Gibt es hierbei eine eindeutige Losung? Leider nein! Dies
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geht schon allein aus Dimensionsargumenten nicht: Laut der vorigen Proposition hat
L:={yec C*L;C): y'(t) +at)y(t) +bt)y(t)=0 Vtel} (222)

Dimension 2, es gibt also eine zweielementige Basis. Wahle nun by, by € IL Funktionen, sodass
{b1, b2} eine Basis von L ist. Es folgt, dass jede Losung y von (221)) eine Linearkombination
aus b; und by sein muss, d.h. es gibt ¢1, ¢y € C mit

y(t) = ey (t) + caba(t). (223)

Falls (221)) eine eindeutige Losung hat, miissen sich die unbekannten Parameter ¢y, ¢y ein-
deutig bestimmen lassen. Nun ist die einzige Bedingung, die in (221)) gestellt wird, dass
y(to) = yo. Wir setzen

Yo = y(to) = cibi(te) + caba(to). (224)

Dies ist eine lineare Gleichung fiir zwei Unbekannte ¢, co € C. Aus der Linearen Algebra wis-
sen wir: Gibt es bei einem linearen Gleichungssystem weniger Gleichungen als Unbekannte,
so ist die Losung niemals eindeutig. Ein herber Riickschlag fiir die Theorie der Anfangswert-
probleme ...

Man sieht: Damit es eindeutige Losungen gibt miissen wir mehr vorschreiben als nur einen
Anfangswert! Die Frage ist nur: Was miissen wir noch vorschreiben? Hier kénnen wir aus
der Definition das Vektorraumisomorphismus @ (siehe Proposition , p. [39) eine Antwort
herauslesen: Wir benétigen auch die Anfangsgeschwindigkeit, also die erste Ableitung am
Zeitpunkt !

~

Korollar 46. Es seien a,b € C°(I;C), yo,y1 € C, ty € I. Dann hat das Anfangswertpro-
blem

y'(t) +a)y'(t) +b(t)y(t) =0 (t€)
y(to) = yo (225)
y'(to) =

eine eindeutige Losung y € C?(I; C). Diese ist gegeben durch y = ®71(2), wobei ® wie in
Proposition 45| (p. und z € C'(I;C?) die eindeutige Losung von

o [0 1
z@)—»(_mﬂ _ﬁwﬂ)zu>

(226)
2(ty) = <y°> .
Y1
Zusatz: y = ®7!(z) ist gerade die erste Komponente von 2.
Beweisidee. Es seien L und L definiert wie in Proposition 45| (p. , d.h.
L= {y € CHI;C) : /(1) + a(t)y' (1) + b(L)y(t) = 0} (227)
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und

T.— {z € CN(I;C?) : (1) = (—l?(t) 1(t)) z(t)} . (228)

Es sei ferner ¢ : L — ]E, gegeben durch

o) = () (229)

der Vektorraumisomorphismus aus Proposition 45| (p. [39)). Es sei nun y € C?(I; C) Losung
von (225)). Dann gilt y € L, y(to) = yo und ¢/(to) = y1. Man beachte: z = ®(y) liegt in L

und auBerdem gilt
s(t0) = (@)t = (1)) = (). (230

n

Mit anderen Worten 16st z das Anfangswertproblem

rr 0 1
2= (—b(t) —a(t)) )

2(ty) = <y0> .
hn

Dieses AWP hat nach Satz (p. eine eindeutige Losung! Das zeigt: z = ®(y) ist
durch eindeutig bestimmt. Da ® bijektiv ist, ist aber auch y = ®7!(z) eindeutig
bestimmt. Diese Aussage kénnte man jetzt auch “schulbuchméflig” beweisen, d.h. Existenz
und Eindeutigkeit einzeln zeigen. Wir verzichten an dieser Stelle darauf und {iberlassen
mit den oben angegebenen Ideen den Rest den Lesenden als Ubungsaufgabe (HA).
NOCH zZUM ZUSATZ:

Dass ®~!(z) gerade die erste Komponente von z = (zg,2;)7 ist, folgt direkt aus der
Definition von ®, d.h. aus ®(y) = (y,v')”.

(231)

( )

Ubung 47. Wandeln Sie die obige Beweisidee in einen formal richtig aufgeschriebenen
Existenz -und Eindeutigkeitsbeweis um.

| J

Abschlieflend sei hier Folgendes gesagt: Die Beobachtungen und Techniken {ibertragen
sich vollig analog auch auf DGLs n-ter Ordnung fiir n > 2. Die Notation ist hier nur we-
sentlich aufwéndiger, denn die DGL wird stets in ein n-dimensionales System umgewandelt!
Wir stellen hier die Aussagen der Vollstédndigkeit halber zur Verfiigung, es lohnt aber nicht,
die Aussagen im Detail zu besprechen.

*_-Proposition 48. LINEARE DGLS HOHERER ORDNUNG.
Es sei fiir ag, ..., a,_; € C°(I;C) die DGL

Y () + ana (g V() + o+ ar(Dy () + ao(t)y(t) =0 (e T) (232)
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gegeben. Es sei

0 10 0
0 0O 1 0 0
A() = : N : . 233
(®) 0 0 .- 0 1 0 (233)
0 0 0 0 1
—ap(t) —ay(t) --- s —ap_1(t)

Falls L die allgemeine Lésung von 2'(t) = A(t)z(t), (¢ € I) ist, so ist
L := {y € C"(I;C) : y ist erste Komponente cines Elementes von L} (234)

die allgemeine Losung von ([232)). Ferner ist

Y
" /
>:LoL, by | 7 (235)
y(nfl)
ein Vektorraumisomorphismus zwischen I und L.

Beweis. SCHRITT 1. 7Z7: Jede Losung y € C™(R; C) ist ein Element von L (definiert wie
in (234))). Setze fir k=0,....,n —1

2(t) == yM(t). (236)
Fir
Zo(t)
(1) = zlft) (237)
Zn_l(t)
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gilt

A0\ (v
A(t) = Zlft) . E(t) (238)
Zn-1(t) Y™ (1)
y(t)
= v (239
—ap(t)y(t) — ar(t)y'(t) — ... — ana(H)y" 1 (2)
21 (t)
2?6 225@) . (240)
—CL()(t)Z()(t) — Cll(t)Zl(t) — ... an_l(t)zn_l(t)
Zusétzlich rechnet man leicht nach, dass
0 1 0 v .- 0 20(1)
0 0 1 0o .- 0 21 (t)
wo-| 5w ] e
0 0 0 0 1 Zn_o(t)
—ao(t) —ay (t) s s —an_l(t) Zn—l(t)
21 (t)
2(1)
— zn_;(t) ) (242)
Zn_l(t)
—ao(t)ZO(t) — al(t)zl(t) — ... an_l(t)zn_l(t)

Vergleicht man die letzten beiden Gleichungen, so erhélt man 2/(t) = A(t)z(t) fir alle
t € R. Das heit, dass z € L. Da y(t) = 2o(t) ist also y die erste Komponente eines
Elementes von L. Wir folgern, dass y € L.

SCHRITT 2. 77: Jedes Element von L ist eine Losung von . Es sei nun y € L. Dann
gibt es ein z = (29, ..., 2,_1)7 € L mit y = zo. Man beachte, dass wir unsere Indizierung

hier mit Null beginnen, das heifit
2k(t) = (2(t), epy1) Yk=0,...,n—1. (243)

Wir zeigen nun mit Induktion nach & fiir k € 0,....n — 1

Y (t) = 2(t) = ((2), e1) = (A(t) (1), e1), (244)
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wobei wir hier benutzt haben, dass die erste Komponente eines Vektors v € C" stets durch
(v,e1) gegeben ist. Exakt wie in (242)) folgern wir

Zl(t)
Zg(t)
A(t)z(t) = : .
(t)=(t) ool (245)
Zn_l(t)
—ap(t)zo(t) —ar(t)z1(t) — ... — ap_1(t)zn_1(%)
Daher ist
y'(t) = (A(t)z(t), e1) = 21(1). (246)
Als néchstes zeigen wir mit Induktion
y B () = z(t) Vk=0,...,n—1. (247)

Fiir £ = 0,1 sind wir fertig. Es gelte die Behauptung nun fiir ein k& € {0, ...,n — 2}. Dann
gilt auch

y* (1) = %y(k) t T %zk(t) %(z(t),ek+1> (248)
= (Z(t), erer) = (AW)2(1), ernr) = zeaa(t). (249)
Dadurch folgt . Mit folgern wir nun
V) = 5" = ;i (1) = Sa(t),e0) = (AD(0),e)  (250)
= —ap(t)z0(t) — .. — @1 () 201 (2) (251)
& O W A W 1) (252)

Addiert man alles auf die linke Seite, so merkt man, dass y eine Losung von ist.
SCHRITT 3: Vektorraumisomorphismuseigenschaft von ®. Studiert man das Vorgehen in
den beiden vorangegangenen Beweisschritten, so sieht man bereits, dass ® eine Bijektion
ist. Dass ® linear ist, iiberlassen wir den Lesenden als Ubungsaufgabe.

. J

Wieder mal kénnen wir den gefundenen Vektorraumisomorphismus ¢ verwenden, um
Anfangswertprobleme eindeutig zu lésen:
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4 N\

*-Beobachtung 49. Fiir vorgeschriebene o, ..., y,—1 € C hat das Anfangswertproblem

(") (t) + a1 Oy V) + ..+ agt)yt) =0 (tel)
y(to) = Yo
y'(to) = w (253)

\ y(nil) (tO) = Yn—1

eine eindeutige Losung. Diese ist gegeben durch y = ®7!(z), wobei ® der Vektorraumi-
somorphismus aus der vorangegangenen Proposition ist und z € C'(I; C") die eindeutige
Losung von

(2/(t) = A(t)z(t) (tel)

9 Yo (254)
2(to) = :
\ yn—l
ist. Hierbei ist

0 1 0 0

0 0 1 0 0
Al) = | ST : . 255
( ) 0 0 -0 1 0 ( )

0 0 0 0 1

—ap(t) —ay(t) --- s —an ()

Ubung 50. EINE STANDARDAUFGABE UBER DGLS HOHERER ORDNUNG. Bestimmen
Sie die allgemeine Losung der DGL

y"(t) + 3y'(t) + 2y(t) = 0. (256)

SINN DER UBUNG: Hier soll man eine Gelegenheit bekommen, die in dem Kapitel gelernten
Techniken anzuwenden — Die Losung ldsst sich explizit bestimmen!

| J

1.2.6 Anwendung: Der harmonische Oszillator

Im Folgenden studieren wir Schwingungen. Wir werden herleiten, wie Schwingungen mithilfe
von Differentialgleichungen beschrieben werden konnen. Unser Ausgangspunkt hierbei ist die
Newton’sche Bewegungsgleichung. Fiir ein Teilchen, welches sich in einem Kraftfeld befindet,
d.h. auf das eine Kraft wirkt, gilt nach einem Axiom der Physik

F = ma, (257)
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wobei F eine Kraft auf das Teilchen beschreibt, m dessen Masse und @ dessen Beschleunigung.
Die Gleichung kann wie folgt als Differentialgleichung aufgefasst werden: Es sei # = Z(t) der
Ortsvektor des Teilchens. Die Beschleunigung des Teilchens ist dann d(t) = 2”(t). Die Kraft
F hiingt meist nur von dem Ort des Teilchens ab, d.h. F = F(Z(t)). Im Allgemeinen kann
aber auch F = F(t, Z(t), (t)) gelten, d.h. die Kraft kann auch von Zeit und Geschwindigkeit
abhédngen. Nach den Newton’schen Bewegungsgleichung gilt dann

m@'(t) = F(t,Z(t), & (). (258)

Teilt man durch die Masse m so erhélt man eine iibliche DGL zweiter Ordnung.
Eine einfache Anwendung ist das Federpendel. Beim Federpendel schwingt ein Massestiick

Abbildung 1: Das Federpendel

der Masse m, welches an einer Feder befestigt ist hin und her. Die Auslenkung des Pendels
x = z(t) kann durch eine reellwertige Funktion beschrieben werden. Wir wéhlen ein Koordi-
natensystem, sodass r = 0 gerade der Ruhelage des Pendels entspricht. D.h. der Koordina-
tenursprung befindet sich an dem Punkt, wo das Massestiick hinge, wenn es nicht schwingen
wiirde. Die Beschleunigung ist dann gegeben durch z”(t). Die Kraft, die auf das Teilchen
wirkt, ist gegeben durch die sogenannte Riickstellkraft der Feder. Nach dem Hooke’schen
Gesetz ist diese gegeben durch F(x) = —kx fiir eine Federkonstante k > 0, die aus den Ma-
terialeigenschaften der Feder berechnet werden kann. Die Newton’sche Bewegungsgleichung
liefert damit also

ma” (t) = F(x(t)) = —kx(t), (259)
mit anderen Worten .
2"(t) = —Ex(t). (260)
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Setzen wir w := \/% , so erhalten wir

2" (t) + w?z(t) = 0. (261)

Dieses Kapitel ist der Losung dieser Gleichung gewidmet.

-

Anwendung 51. BEWEGUNGSGLEICHUNG FUR DAS FEDERPENDEL. Es sei w > 0 belie-
big vorgegeben. Die Gleichung

2" (t) + w?z(t) = 0 (262)

ist eine DGL zweiter Ordnung, deren allgemeine Losung wir bestimmen wollen. Da ei-
ne reellwertige physikalische Grofle beschrieben wird, sind wir auch nur an reellwertigen
Losungen interessiert. Das heifit wir wollen Anfangswertprobleme der Form

2"(t) + w?x(t) =0
x(0) =z (263)
2'(0) = v

l6sen, wobei zy € R die Anfangsauslenkung und vy € R die Anfangsgeschwindigkeit
ist. Wir haben bereits im letzten Kapitel besprochen, warum wir Anfangsort und An-
fangsgeschwindigkeit vorschreiben miissen. Vielleicht kann man sich vor dem hiesigen
physikalischem Hintergrund auch gut vorstellen, dass es wirklich notwendig ist die An-
fangsgeschwindigkeit zuséatzlich vorzugeben.

SCHRITT 1: Bestimmen der allgemeinen Losung. Die Allgemeine Losung bestimmen wir
wie folgt: Wir bilden das zugehorige lineare System aus Proposition [45( (p. , d.h.

—w® 0

A= (_&2 é) . (265)

Dies kénnen wir l6sen wie in Zusammenfassung 31| (p. [29)). Um eine Losung zu bestimmen,
miissen wir nun die Matrix A diagonalisieren oder in Jordan-Normalform bringen. Hierzu
berechnen wir zunéchst die Eigenwerte.

J(t) = < 0 1) =) = A=(t), (264)

wobel

-2 1

det(A — \I) = det( Y

) =M+ W=\ —iw)(\ +iw). (266)

Damit sind die Eigenwerte gegeben durch \; o = +iw. Nun miissen wir die Eigenvektoren
finden. Dazu: Der Eigenraum zum Eigenwert iw ist

ker(A — iwl) = ker (:Z:‘; _1Z.w> — span { (%10) } (267)
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Analog berechnen wir den Eigenraum zum Eigenwert —iw

ker(A + iwI) = ker (_222 ;) — span { (_;w_) } (268)

Damit gilt fiir S := <1 L )

W —iw
-1 . 1w 0
STAS = (0 —iw) . (269)
Definieren wir nun .
E(t) = (60 6_%) (tER) (270)

so gilt nach Zusammenfassung |31| (p. , dass

M(t) = SE(t) = (@i; _iw) E(t) = (Zij _tw) (eigt e_th) (271)

die Fundamentalmatrix ist. Wir fithren die Matrixmultiplikation durch und erhalten

eiwt efiwt
M(t) = (iweiwt _iwe—iwt) . (272)

Die allgemeine Losung des Hilfsproblems ist also

— eiwt e—iwt
L={M(t)c:ceC?} = {cl (iwem) + ¢ (iwei“t) 11,0 € C} : (273)

Wie in Proposition 45| (p. [39)) gezeigt, ist dann die allgemeine Losung fiir (262)) gegeben
durch

L = & (L) = Menge aller ersten Komponenten von L (274)
= {c1e™ + e i ¢, ¢y € C} (275)

SCHRITT 2: REALISIERUNG DER ANFANGSWERTE. Es sei nun

iwt

x(t) = c1e™ + e (t €R) (276)

ein Element aus L. Wir mochten ¢y, ¢y € C so bestimmen, dass die Anfangswerte ange-
nommen werden. Dazu setzen wir

!

zo = x(0) cre™t + CQQ_wt‘tZO =+ e (277)
v = z'(0) = iwere™t — z'che_"Jt‘ti0 = jwey — 1Wes. (278)
' -
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Die Gleichungen (277) — (278]) definieren ein lineares Gleichungssystem

{Cl + Cco = 29 (279)

— Yo
Cl_CQ—E

was wir nach ¢y, ¢o auflésen koénnen. Wir erhalten

1 v
=3 (a:o + i) (280)

1 Vo
== (2o — 2. 281
2= (x iw) (281)

Damit gilt
1 Vo ; 1 Vo i

) == < _) wt - < o _) zwt. 289
x(t) 5 xo—irw) e +2 mo— e (282)

Dieser Losung sieht man so iiberhaupt nicht an, dass sie reellwertig ist. Und das, obwohl
Sie nach Proposition (p. auf jeden Fall reellwertig ist! Daher sollten wir sie so
vereinfachen, dass sie als reellwertige Losung erkennbar ist. Mithilfe der Formeln cos(z) =

iz

% und sin(z) = 62_2—1@7 erhalten wir
eiwt + e—iwt Vo eiwt _ e—iwt
= el 283
z(t) xo( 5 )+w< 5; ) (283)
= 1o cos(wt) + % sin(wt). (284)
w

Wir haben die Bewegungsgleichung gefunden.

Wir haben nach behauptet, dass aus Proposition (p. die Reellwertigkeit von
x(t) folgt. Dies ist eigentlich nicht zu 100 Prozent offensichtlich, weil diese Proposition
ja nur fiir lineare Systeme erster Ordnung gilt. Hier miissten wir eigentlich zunéchst auf
Korollar [46| (p. [42) referenzieren, welches das gegebene AWP auf ein (reellwertiges!) AWP
mit einem lineares System erster Ordnung zuriickfiihrt. Dieses hat dann laut Proposition [40]
eine reellwertige Losung.

Die Trajektorie in (284)) nennt man iibrigens harmonische Schwingung mit Anfangsort x
und Anfangsauslenkung vg. Ein physikalisches System, was der Bewegungsgleichung
geniigt, heiffit im Allgmeinen auch harmonischer Oszillator. Der Parameter w wird Eigenfre-
quenz genannt.

Ubung 52. MAXIMALAMPLITUDE DES FEDERPENDELS.
Es sei # € C*(R;R) wie in Anwendung |51 (p. die Auslenkung des Federpendels, (d.h.

die Losung von

2"(t) + w?z(t) =0
z(0) = xg (285)
2’ (0) = wo,

fiir zo € R die Anfangsauslenkung und vy € R die Anfangsgeschwindigkeit). Bestimmen
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Sie die mazimale Auslenkung des Federpendels, d.h. maxcg 2(t), in Abhéngigkeit von
Zo, V-

HinwEis: Entnehmen Sie die explizite Formel fiir = aus und bestimmen Sie das
Maximum.

SINN DER UBUNG: Dies ist ein Beispiel fiir eine physikalisch relevante Grofle, die man aus
der Bewegungsgleichung herauslesen kann. Ohne die explizite Losung der Bewegungsglei-
chungen hétte man diese Groflen nicht bestimmen konnen.

Das Modell des harmonischen Oszillators kennt noch einige Verallgemeinerungen. Mit
den Methoden aus den vorigen Kapiteln wiren Sie als Lesende befdhigt, die Bewegungsglei-
chungen in allen Situationen zu bestimmen und sdmtliche korrespondierenden Anfangswert-
probleme zu l6sen. Wir wollen das an dieser Stelle aber nicht vertiefen und weisen nur auf
zwei wichtige Verallgemeinerungen hin

1. GEDAMPFTER HARMONISCHER OSZILLATOR. Zusétzlich zu der Riickstellkraft der Fe-
der Fi(t) = —kx(t) konnen wir auch noch eine Reibungskraft der Luft beriicksichtigen.
Diese ist gegeben durch Fy(t) = —pa/(t) fiir ein p > 0, welches man Reibungskoeffizi-
ent nennt. Die Gesamtkraft berechnet sich dann durch die Summe beider Krifte, also
F(t) = Fi(t) + F»(t). Die Bewegungsgleichung wird dann

o (t) 4 22 (t) + w?z(t) = 0, (286)

wobei v = £ > 0und w = \/% > 0. Losungen von ([286)) kann man wie im vorigen Bei-

spiel, d.h. durch Rickfiihrung auf ein System der Form 2'(t) = Az(t), bestimmen. Ein
Sonderfall tritt hier auf, wenn v = w ist. Dann ist die Matrix A nédmlich nicht diagona-
lisierbar und man muss mit der Jordan-Normalform arbeiten. In der Physik ist dieser
Fall als Kriechfall bekannt. Die Reibung ist in dem Fall so stark, dass gar keine Schwin-
gung zustande kommt und das Pendel nur in seine Ausgangslage “zuriickkriecht”.

2. GETRIEBENER HARMONISCHER OSZILLATOR. Man kénnte das Pendel auch mit einer
externen Kraft anschubsen. Zum Beispiel konnte man die Schwingung mit einer Kraft
Fy(t) = Bsin(at) (B € R) unterstiitzen, bzw dagegen arbeiten. Die Gesamtkraft ist
dann F(t) = —kx(t) + Bsin(at) und die Bewegungsgleichung ist

2" (t) + w?z(t) = dsin(at), (287)

wobei d = % € R. Das zugrundelegende DGL-System dieser Bewegungsgleichung

ist Gegenstand von Ubung (p. . Bei dieser Ubung fillt eine Sache auf: Falls
a # 4w ist die Losung beschrankt. Falls o = 4w, so ist die Losung unbeschrankt.
Und das, obwohl die externe Kraft beschréankt ist! Man spricht vom Resonanzfall. Die
Quintessenz: Treibt man einen Oszillator auch nur ganz leicht mit seiner Eigenfrequenz
an, so entstehen Schwingungen mit riesigen Auslenkungen. Dieses Phéanomen wurde
im Jahre 1940 der “Tacoma Narrows Bridge” im US-Bundesstaat Washington zum
Verhéngnis. Da leichte(!) Windbden in der Eigenfrequenz der Briicke wehten, stiirzte
sie auf dramatische Weise ein (siehe YOUTUBE VIDEO ‘TACOMA NARROWS BRIDGE
COLLAPSE’). Seitdem gibt es strenge Regularien beim Briickenbau, die das Treffen der
Eigenfrequenz verhindern. Auch beim Bau von Hochhéusern spielt das Phdnomen eine

Rolle.
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1.3 Integrale der Bewegung und weitere Tricks

Es gibt einige weitere Tricks, um Differentialgleichungen zu lésen. Manchmal ist es zum
Beispiel moglich, die DGL durch geschickte Substitutionen zu vereinfachen. Einen Teil davon
haben wir bereits bei den linearen DGLs und auch in Ubung 22| (p. gesehen. Ein weiterer

Substitutionstrick wird in der folgenden Ubung zusammengefasst.

( )

*_Ubung 53. EULER-HOMOGENE GLEICHUNGEN.

Es sei eine Fuler-homogene Differentialgleichung, d.h. eine DGL der Form

-9 (") wen (255)

gegeben, wobei I C (0,00) und g € C°(R;R). Finden Sie eine geeignete Substitution,
die die DGL vereinfacht. Wenden Sie diese an, um die allgemeine Lésung von

v =5 (VED T +y(0) (€ ©0,00) (259)

zu finden.

SINN DER UBUNG: Dies ist nur ein kleiner Einblick in die Mathematik des 18. Jahrhun-
derts, in der man versucht hat, alle DGLs aus der Anwendung explizit zu losen. Heute ist
dank Computern der Fokus der Forschung anders. Nichtsdestotrotz kann es nicht schaden,
wenn man DGLs durch geschickte Substitutionen vereinfachen kann.

| J

Es gibt aber noch einen anderen hilfreichen Trick zum Berechnen von Losungen: Das Fin-
den von FErhaltungsgrdfien. Ein alternativer Name fiir eine Erhaltungsgrofle ist Integral der
Bewegung.

4 \

Definition 54. INTEGRAL DER BEWEGUNG. Es sei fiir f € C°(I x R",R") die DGL

y(t)=fty(t) (tel) (290)

gegeben. Ein Ausdruck g € CY(I x R™R) heiit Integral der Bewegung, falls fiir jede
Losung y € C'(I;R") gilt
Solty() =0 (e 1) (201)

(. J

Das Schone an einem Integral der Bewegung ist, dass der Ausdruck ¢ — g(t,y(t)) zeitlich

konstant ist. Die Formel
gt,yt)) =c Vtel (292)

(fiir ein ¢ € R) erlaubt oft weitreichende Riickschliisse auf Eigenschaften der Losung y —
vor allem wenn man ¢ mithilfe von gegebenen Anfangswerten explizit bestimmen kann! Oft
charakterisieren wir ein Integral der Bewegung daher durch die Notation

g(t,y(t)) = const. Vtel (293)

53



Das Konzept des Integrals der Bewegung ist uns nicht neu: Die meisten Losungen im
bisherigen Verlauf der Vorlesung haben wir konstruiert, indem wir ein Integral der Bewegung
gefunden haben.

Beispiel 55. Fiir die DGL ¢/(t) = ay(t), (t € R) ist g : R x R — R definiert durch
g(t,z) =e ¥z (teR,z€R) (294)

ein Integral der Bewegung. In der Tat

Salt.(0) = S tylt) = —acty(0) + ey (1) =0, (295)

wobei wir im letzten Schritt nochmal y/(t) = ay(t) eingesetzt haben.

. J

Einige Typen von Differentialgleichungen kénnen wir allein durch Kenntnis einer Erhal-
tungsgrofe 16sen, so wie die Klasse der exakten Differentialgleichungen.
Bevor wir diese einfiihren, benotigen wir das Lemma von Poincare

Lemma 56. LEMMA VON POINCARE. Es sei ) C R? ein sternférmiges Gebiet und F =
(Fy, ;)T : Q — R? eine stetig differenzierbare Funktion. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent

1, 9 _ 9K

5 = Oos auf ganz €.

2. F besitzt eine Stammfunktion, d.h. es existiert ¢ € C1(Q;R) mit F = V¢.

(. J

Beweis. Siehe Analysis Grundlagen-Vorlesung (HA).

| J
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Beispiel 57. EXAKTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.
Gegeben sei eine DGL der Form

p(t,y(t) +qt,y()y'(t) =0 Vel (296)

wobei p,q € CY(R?* R) zwei reellwertige stetig diffbare Funktionen sind. Wir bezeichnen
die Parameter, von denen p und ¢ abhédngen mit p = p(7, 2) und ¢ = ¢(7, z). Wir treffen
nun die folgende

dp  Oq
Annahme: — = _— f R?. 2
nnahme: —- = -~ au (297)
Ist diese Annahme erfiillt, so nennen wir eine DGL eine exakte Differentialgleichung. In
diesem Fall gibt es (weil R? sternférmig ist) nach dem Lemma von Poincare aus der

Analysis eine Stammfunktion ¢ € C'(R?;R) mit

V(T z) = (Z E: 3) . (298)




BEHAUPTUNG: ¢ ist ein Integral der Bewegung, d.h. fiir jede Losung gilt
o(t,y(t)) = const. (t € R). (299)

BewEIs: Nach der (mehrdimensionalen) Kettenregel gilt

sota) = Dottue) 5 (60) = (Voo 5 (4)) @)
1
(

>> (301)
) =

0. (302)

Wir haben ein Integral der Bewegung gefunden. In vielen Féllen lasst sich dieses Integral
der Bewegung in explizit nach y(¢) auflésen. Somit kann man eine Losung explizit
bestimmen. Ist die Annahme nicht erfiillt, konnen wir leider keine Stammfunktion
finden — denn die Annahme ist auch notwendig (siehe Analysis-Vorlesung, HA)! In diesem
Fall erhalten wir also so kein Integral der Bewegung. Manchmal ist es aber moglich, die
DGL mit einer Funktion p(t) durchzumultiplizieren, sodass sie exakt wird. Diesen
Trick nennt man das Finden eines integrierenden Faktors.

.

s

Ubung 58. LOSEN EINER EXAKTEN DGL. Gegeben sei die DGL
APyt + (y(t)* +1+tYy'(t) =0 (tER) (303)

Finden Sie ein Integral der Bewegung und zeigen Sie, dass alle Losungen auf I = R
beschriankt sind. Kénnen Sie die allgemeine Losung explizit angeben?

HinweEis. Fiir die explizite Losung greifen Sie auf die Cardani’schen Formeln WIKIPEDIA
“CARDANI'SCHE FORMELN”! zuriick.

SINN DER UBUNG: Man sicht: Es ist hier sehr kompliziert, die DGL explizit zu losen.
Ein Integral der Bewegung hinzuschreiben ist aber mit dem vorangegangenen Beispiel
relativ einfach. Vielleicht kann man ja auch viele Eigenschaften der Losung bereits aus
dem Integral der Bewegung ablesen... In diesem Fall brauchte man sie vielleicht gar nicht
explizit zu kennen! Dies wollen wir im Laufe des néchsten Kapitels einiiben. Dort studieren
wir ein besonders anschauliches Integral der Bewegung — Die Energieerhaltung! Sie wird
viele Riickschliisse auf das Verhalten der DGL erlauben, ohne, dass man eine L&sung
explizit ausrechnen muss.

|

-

*_Ubung 59. DER INTEGRIERENDE FAKTOR. Gegeben sei eine DGL der Form

p(ty(t) + qt,y()y'(t) =0 Viel (304)
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wobei p, ¢ € C*(R%* R) mit (7, 2) > 0 fiir alle (7, 2) € R?. Zeigen Sie: Unter der folgenden

1
Annahme: e (%(7‘, z) — %(7, z)) hangt nur von 7 ab, (305)

gibt es ein Integral der Bewegung.
HiNnwEIS: Multiplizieren Sie (304]) mit einem geeigneten Faktor m(t), sodass die Situation
in Beispiel [57] erreicht wird.

J

Der Begriff des Integrals der Bewegung lésst sich auch fiir eine DGL hoherer Ordnung
formulieren. Bei einer DGL der Form

y'(t) = [t y(t), y'(1)) (306)

wiirde man ein Integral der Bewegung als eine Funktion g € C*(I x R™ x R™; R) verstehen,
fiir die gilt

d

(1. y(0). /(1)) = 0. (307)
Es ist wichtig, dass das Integral der Bewegung hier auch von y/(¢) abhéngen darf! Denn um
(307) zu verifizieren, muss man stets die Gleichung (306)) benutzen. Hangt der Ausdruck aber
gar nicht von y/(t) ab, so wird beim Ableiten in (307) auch niemals y”(¢) ins Spiel kommen.
In dem Fall wird man also niemals in der Lage sein, (306) einzusetzen.

1.3.1 Energieerhaltung
Wir betrachten eine DGL der Form

y'(t) = Fy(t) (tel) (308)

wobei F' € C°(R™; R"™) eine Funktion ist. In der Tat ist dies einfach die Newton’sche Bewe-
gungsgleichung (258]), in dem Spezialfall, dass die Masse m auf m = 1 normiert ist und die
Kraft F' nur vom Ort (und nicht von der Geschwindigkeit) abhéngt. Zusétzlich nehmen wir
an, dass

F(z)=-VU(zx) VreR" (309)

wobei U € C'(R™;R) eine Funktion ist und VU den Gradienten von U bezeichnet. Fiir
n = 1 gibt es ein solches U im Allgemeinen immer, da F' stets eine Stammfunktion besitzt.
Im Fall n = 2 geht es nicht immer: Notwendig ist hierfiir z.B. (wenn wir zusétzlich F € C*
annehmen), dass F' die sogenannten Integrabilititsbedingungen (siehe Analysis-Vorlesung)
erfiillt.

Wir nennen U im Folgenden das Potential.

Um ein Integral der Bewegung zu erhalten, multiplizieren wir im Skalarprodukt
mit y'(¢) und erhalten

(W"(1),y' () = (F(y(1), ¥ (t)) = =(VU(y(t)), ¥'(t)) (310)

Wir kénnen nun auf beiden Seiten Ableitungen erkennen. In der Tat gilt nach der (mehrdi-
mensionalen) Kettenregel

d

S UW(t) = DU(y(1)) -y (t) = (VU(y(1)), y'(t)) (311)
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und mit der Produktregel

jt ; [ = dt B Z yi(t % Z 2y;()y; (t) = Z YOy = W',y #).  (312)

Wir erhalten also aus (310
d

W OF =S UG() (313)
oder umgeformt

d (1

% (sl + v ) —o (314)
Satz 60. ENERGIEEERHALTUNG. Es sei y € C''(I;R") eine Lésung von (308]), d.h.

y'(t) ==VU(yt) (tel) (315)
Dann gilt

1

§|y’(t)|2 + U(y(t)) = const. (316)

Den ersten Summanden dieses Integrals der Bewegung nennen wir kinetische Energie und
den zweiten Summanden nennen wir potentielle Energie. In diesem Sinne nennen wir das
Integral der Bewegung (394) die Gesamtenergie.

" J

'a A

Beweis. Hier machen wir eigentlich nur nochmal dieselbe Rechnung wie am Anfang dieses
Abschnittes. Wir berechnen fiir t € 1

%% = dt 2 Z v = DOl () = '),y (1) (317)
und i
ZU(0) = DU(1) -/ () = (VU (1)), 4/ (1). (318)

Daher erhalten wir mit der Summenregel des Differenzierens und der Linearitdt des Ska-
larproduktes

% (GWOF + U6 = W0.0/0) + (T 0)0) (319)

= (y"(t) + VU(y(1)),y'(t)) = 0,4/(t)) = 0. (320)

| J

Im Spezialfall n = 1 kann in den meisten Fillen durch (394]) eine Losung explizit bestimmt
werden. In der Tat: Falls

S (0 + Uly(0) = C, (321)

fiir ein festes C' € R, so ist

y(1) = +/2(C — Uly(1)). (322)
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Die DGL

= \/2(C ~ Uu(1)) (323)

ldsst sich vortrefflich mithilfe der Separation der Variablen 16sen. Ebenso lasst sich

——J%C—wan (324)

fiir ein festes C' € R gut losen. Die Konstante C' taucht nun stets als freier Parameter bei
der Losung auf und kann durch die Anfangswerte bestimmt werden.

Ein Problem bleibt: wenn auf der rechten Seite von das Nullniveau erreicht wird,
so kann man vom Fall ‘+’ in den Fall ‘=" wechseln. Dieses ‘wechseln’ kann theoretisch
unendlich oft passieren. Wie oft es der Vorzeichenwechsel tatsidchlich vorkommt, muss im
Einzelfall untersucht werden.

Allgemein ist es ratsam, (322)) nicht einfach auswendig zu lernen, sondern in jedem kon-
kreten Fall neu herzuleiten. Der Trick ist hier ja immer derselbe: Man multpliziert die DGL
y"(t) = f(y(t)) auf beiden Seiten mit y/(¢) und bildet danach die Stammfunktion auf bei-
den Seiten. Nochmal formal: ist U eine Stammfunktion von —f € C%(R;R), so gilt fiir
y € C*(I;R)

y'(t) = f(y(t)) viel (325)
= YOy t)=fly®t)y't) vtel (326)
& D= SU) el (327)
o %y() U(t) —c. Vel (328)
e y{t)=+£V2C -Uyt)) Vvtel (329)

Diese Technik des Multiplizierens und Integrierens ist weitldufig in der gesamten Mathematik
verbreitet, um Integrale der Bewegung zu finden. Man spricht hier auch von der Idee des
integrierenden Faktors.

Dass diese Technik zum Ziel fiihrt, geht in letzter Instanz auf eine Beobachtung der Ma-
thematikerin Emmy Noether (1882-1935) zuriick |(LINK ZUR ORIGINALVEROFFENTLICHUNG
1918)

Zum Abschluss ein Wort zur Eindeutigkeit bei Anfangswertproblemen: Das Multiplizieren
mit y'(¢) ist (im Allgemeinen) keine Aquivalenzumformung (siehe (326)))! Daher kann
auch mehr Losungen haben als die Differentialgleichung selbst. Dies tritt insbesondere auf,
wenn y'(tg) = 0 fiir ein tp € I, d.h. wenn man in mehrere Moglichkeiten fiir die
Vorzeichenwahl hat. In vielen Féllen kann man das Vorzeichen von y/(t) aber bereits aus der

Gleichung ablesen, siche Ubung 61| (p. .

{I"Jbung 61. EXPLIZITE LOSUNGEN DURCH ENERGIEERHALTUNG - . w
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Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = e (teR)
y(0) =0 (330)
y'(0) =m

fiir ein beliebiges y; > 1. Ist die Losung eindeutig?

HiNnweErs: Wenden Sie zuerst (durch Multiplizieren der Gleichung mit y/(¢) und Integrie-
ren) den “Energieerhaltungstrick” (s. ff.) an und zeigen Sie mit dessen Hilfe, dass
y'(t) > 0 fiir alle t € R. Dies erspart Ihnen beim Wurzelziehen dann die Diskussion des
Vorzeichens! Auflerdem kann so auch die Eindeutigkeitsfrage direkt beantwortet werden!
SINN DER UBUNG: Dies ist eines der einfachsten Beispiele, die man in dem Kontext rech-
nen kann und soll vorbereiten auf das Fadenpendel, welches wir im néchsten Abschnitt
durchrechnen werden.

| J

Ein weiterer Trick hierzu: Falls y”(t) > 0 fir alle t € I (was man ja oft direkt aus
der Gleichung ablesen kann), so ist 3/(¢) monoton und daher kann ¢/(¢) maximal einmal

das Vorzeichen von ‘—’ nach ‘4’ wechseln. Dies hilft zum Beispiel beim Diskutieren der
Voraussetzung y; > 1 in der vorigen Ubung.

( )

Ubung 62. EXPLIZITE LOSUNGEN DURCH ENERGIEERHALTUNG- II.
Es sei das Anfangswertproblem

y'(t) =e0 (tel)
y(0) = 0 (331)
y'(0) =u
fiir ein beliebiges y; € (0, 1) gegeben. Zeigen Sie, dass es keine globale Losung auf I = R
gibt.
HINWEIS. Angenommen wir héitten eine globale auf I = R definierte Losung. Zeigen Sie,
dass y/(t) > 0 fiir alle ¢t € (0, 00) gelten muss. Folgern Sie wie in der vorigen Ubung

Y (1) = e — 1492 Vit e (0,00) (332)

und fithren Sie dies durch Separation der Variablen zu einem Widerspruch.

| J

1.3.2 Anwendung: Das mathematische Pendel

Mithilfe des Energieerhaltungstricks werden wir die Gleichung
@ (t) = —w?sin p(t) (333)

untersuchen. Diese kommt zustande, wenn wir den Auslenkungswinkel eines schwingenden
Fadenpendels betrachten. In der Schule haben wir hier fiir kleine Auslenkungswinkel ¢ ange-
nommen, dass “sinp = ¢”, die sogenannte Kleinwinkelndherung. Unter dieser Annahme ist
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die Gleichung dieselbe wie fiir den harmonischen Oszillator in Sektion [[.2.6] Auf die Annah-
me, dass der Auslenkungswinkel klein ist, wollen wir aber jetzt verzichten. Denn wir wollen
z.B. auch verstehen wann das Pendel einen Uberschlag macht, d.h. einmal um den Ursprung
herum schwingt. Dieses Phéanomen kénnen wir mit dem Energieerhaltungstrick begreifen,
ohne, dass wir die Losung der Gleichung explizit bestimmen miissen.

Im Folgenden wiederholen wir nochmal die Gleichung des Fadenpendels und wie sie her-
geleitet wird.

: mg
mg sin @

Abbildung 2: Das mathematische Pendel

Physikalische Herleitung 63. DAS FADENPENDEL.

Wir betrachten ein schwingendes Fadenpendel. An einem Faden der Lénge [ héngt ein
Gewicht der Masse m und schwingt (sieche Abbildung . Auf die Masse wirkt nur die Ge-
wichtskraft, welche die Masse immer wieder nach unten zieht. Wir mochten die Bewegung
beschreiben. Wir sehen, dass wir den Ort nur iiber den Auslenkungswinkel ¢ beschreiben
konnen, d.h. es gilt (wenn wir den Nullpunkt wie in Abbildung [2]) legen.

o sin p(t)
Z(t) =1 <_ cosgo(t)) . (334)
Mithilfe dieser Formel kénnen wir auch Geschwindigkeit und Beschleunigung in Abhéingigkeit
von ¢ berechnen, ndmlich

iy g €08 @(t)

70 =1/0) (i) 339

und

sin p(t) cos ()

Das Masseteilchen bewegt sich nun in der Gewichtskraft. Diese zeigt nach an jedem Punkt

#'(t) = 1" (1) <COW(”) () (_ Sin“"(t)) . (336)
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proportional zur Erdbeschleunigung unten, d.h.

F(x1, 29, 23) = mg (_01> : (337)

Mit dem Newton’schen Bewegungsgesetz (258|) erhalten wir

m#" (1) = mg (_01) , (338)

e (i) it (e = (). (339)

Wir wollen eine Differentialgleichung fiir ¢ daraus herleiten. Hierzu verfahren wir wie
folgt: Wir nehmen auf beiden Seiten von (339) das Skalarprodukt mit

_ [cosp(t)
v(t) = (sin go(t)) '
Fiir die linke Seite ergibt sich (HA)

(w0 (Ga2y)) + i () ) = (340)

sin p(t) cos p(t)

d.h.

(Hierbei haben wir die Linearitiit des Skalarproduktes und cos? ¢ + sin® p = 1 benutzt).
Die rechte Seite berechnet sich mit

<v(t)79 (_01)> = —gsinp(t). (341)

Sind zwei Ausdriicke gleich, so miissen auch ihre Skalarprodukte mit v(¢) gleich sein.
Daher folgt aus den vorangegangenen beiden Gleichungen und aus ([339))

lp"(t) = —gsinp(t), (342)

oder auch
O'(t) = —% sin p(t) = —w? sin (1) (343)

mit w = %.

Wir untersuchen nun fiir ein oy > 0 das Anfangswertproblem

O"'(t) = —w?sinp(t) (t €R)
£(0) =0, (344)
¢'(0) = .
Das heifit, wir betrachten ein Pendel mit Pendeldaten w = ﬂ, was aus der Ruhelage
mit einer (Winkel-)geschwindigkeit ap > 0 nach rechts schwingt. Wir fragen uns: Wie grof3
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miissen g und w sein, damit das Pendel einen Uberschlag macht?

-

~

Anwendung 64. ENERGIEERHALTUNG ALS UBERSCHLAGSDETEKTOR. Es sei ¢ € C?(R; R

eine Losung von (344]) fiir oy > 0. Wir stellen uns hier die folgende Frage
Schwingt das Pendel oder iiberschligt es sich? (345)

Die Antwort auf die Frage wird sicherlich mit der Anfangsgeschwindigkeit oy zusam-
menhéngen: Ist sie klein, so sollte das Pendel schwingen. Ist sie grof}, so sollte es sich
iiberschlagen! Wir multiplizieren die Gleichung mit ¢'(¢) und finden

O (1) (t) = —w?sinp(t)p'(t) VYt €R. (346)
Mit der Kettenregel riickwéirts (angewendet wie in der vorigen Sektion) heifit das

d1

, d
pr 290 (t)2 = —w?cos o(t) (347)

dt
Integriert bedeutet dies, dass es ein C' € R gibt mit

1
590'(25)2 = w?cosp(t) + C. (348)

Setzen wir ¢ = 0 und die Anfangswerte aus (344]) ein, so erhalten wir (mit cos0 = 1)

1
504(2) =uw+C, (349)

d.h. C = %ag — w?. Insgesamt gilt also

%g@’(t)Q = w? cos p(t) + %ag — W (350)
Rein von der Anschaung her kénnte man sich zwei plausible Verhaltensweisen des Pendels
vorstellen:
FALL 1. (Das Pendel iiberschlégt sich) Der Auslenkungswinkel wéchst mit einer strikt
positiven Winkelgeschwindigkeit ¢'(f) > 6 > 0 an (d.h. das Pendel macht irgendwann
einen Uberschlag).
FALL 2. (Das Pendel schwingt) Der Auslenkungswinkel erreicht irgendwann eine maximale
Auslenkung ¢, € (0, 7) und kehrt dann um, d.h. schwingt zuriick.
Es konnte natiirlich aber auch sein, dass keiner der beiden Félle zutrifft, so z.B. konnte
der Auslenkungswinkel monton anwachsen und irgendwo stehen bleiben.

Tun wir mal zuerst so, als wiirde Fall 2 eintreten: Falls das Pendel bei einer Auslenkung
©maz € (0,7) umkehrt, so muss es einen Umkehrzeitpunkt ¢* > 0 geben mit ¢'(t*) = 0
und ¢(t*) = @maez € (0, 7). Falls es ein solches t* gibt, so ergibt Einsetzen von ¢ = t* in

(3500
1
0 = w?cos p(t*) + 504(2] - w?, (351)
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das heifit

1/, 1, 1 a2
COS Pmaz = — <w — §a0) =1- S5 (352)
Wann gibt es ein solches ¢4, € (0,7)? Nun ja, da cos : (0,7) — (1,—1) bijektiv ist, ist

das genau dann der Fall wenn
2

1—-—2>-1 353
2w2 Y ( )

mit anderen Worten: Einen solchen Punkt ¢* mit Nullableitung kann es nur dann geben
wenn
af < dw?. (354)

VERMUTUNG: Ist o < 4w?, so erwarten wir, dass das Pendel schwingt. Das miissen wir
aber noch formal beweisen, denn wir haben einfach so getan, als hétten wir schon einen
Punkt ¢* wo ¢/(t*) = 0 ist. Und wir haben auch einfach so angenommen, dass das Pendel
an diesem Punkt auch wirklich umkehrt.

Das muss nicht zwingend so sein: Die Funktion f(z) = 23 erfiillt bei z = 0 auch, dass
f'(x) = 0 ist. Jedoch kehrt sich f bei x = 0 nicht um, sondern wichst weiter an! Um den
Sachverhalt zu kldren benotigen wir ein Konvexitdtsargument, welches wir in der néchsten
Ubung genauer besprechen wollen.

Auch haben wir noch nicht diskutiert, dass das Pendel sich tatséchlich iiberschlégt,
wenn of > 4w?

Ferner ist auch interessant, was im Grenzfall o = 4w? passiert. Schligt das Pendel
iiber, schwingt es zuriick oder kommt es gar zum Stillstand?

J

Bevor wir den kommenden Satz besprechen kénnen, benotigen wir die folgende Charak-

terisierung konvexer Funktionen.

s

Ubung 65. GEOMETRISCHE BEDEUTUNG VON KONVEXITAT.
Es sei f € C?((a,b); R) konvex.

1. Zeigen Sie: Dann gilt fiir alle z, z¢ € (a,b), dass
f(x) > f(xo) + f'(20)(x — o). (355)

2. Folgern Sie: Ist f'(x¢) = 0 fiir ein xy € (a,b), so ist xy ein globales Minimum von f
auf (a,b).

3. Formulieren Sie analoge Versionen von Teil 1 und 2 fiir konkave Funktionen.

4. Zeigen Sie: f ist genau dann konvex wenn fiir alle 2,29 € (a,b) die Ungleichung

([355) gilt.

SINN DER UBUNG: Wir werden diese Aussage im néchsten Beweis bendtigen. Des Weite-

ren schadet es nie ein Paar Aussagen iiber konvexe Funktionen zu kennen. Die geometri-
sche Interpretation der Aussage (355)) ist, dass der Graph einer konvexen Funktion stets
oberhalb von allen Tangenten an dem Graphen liegt.
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Satz 66. DAS FADENPENDEL Es sei p € C?*(R;R) eine Losung von (344) mit w,ag > 0.
Dann tritt genau einer der folgenden drei Félle ein.

1. a3 > 4w? Dann gilt p(t) > ty/a3 — 4w? fiir alle ¢ > 0. Insbesondere ist die Losung
unbeschrankt.

2. a? < 4w? Dann gibt es Ymee € (0,7) so, dass ©(t) € [—Pmax, Pmaz) fir alle ¢t €
[0,00). Genauer ist @,q, gegeben durch

1ad
maxr — R 356
© arccos < 2w2> (356)
3. a2 = 4w?. Dann gilt
©(t) = 2arctan (Sinh %t) Vit € [0, 00). (357)

Insbesondere ist ¢ monoton und konvergiert gegen 7 fiir ¢t — oo.

Beweis. Wie in Anwendung 64| (p. leiten wir her

1 1
igo'(t)z = w?cos p(t) + éa% —w? (358)

Nun zu Fall 1. Angenommen, dass a3 > 4w?. Dann gilt

1 1
—¢'(t)? = w?cosp(t) + —ap — w? >

5 5 af —2w* VteR. (359)

N —

Wir folgern, dass

o' ()] > Va2 —4w? Vi > 0. (360)

Insbesondere kann ¢’ nicht mehr das Vorzeichen wechseln, da es kein ¢y € R mit ¢'(¢y) =0
geben kann. (Wiirde ¢’ ndmlich das Vorzeichen wechseln, so ergibe sich hier ein Wider-
spruch zum Zwischenwertsatz). Da ¢'(0) = ap > 0 gilt also ¢'(t) > 0 fiir alle ¢ > 0. Mit

(360) schliefen wir, dass
O'(t) > /a2 —4w? Vit >0. (361)

Mit dem Hauptsatz der Differential -und Integralrechnung erhalten wir

o(t) = @(t) — p(0) = /Ot ¢'(s) ds > /Ot \Jad —4w? ds = ty/ad — 4dw?. (362)

64



Der erste Fall ist damit gekléart.
Nun zu Fall 2. Wir definieren

L := arccos (1 - 104_3) € (0,m) (363)
o 2 w? e

Es sei also a2 < 4w?. Wir nehmen nun an, dass es ein ¢ > 0 gibt mit |p(f)| > L. O.B.d.A
kénnen wir annehmen, dass |¢(s)| < = fiir alle s € [0,7], ansonsten verkleinern wir ¢
geeignet. (Hierfir ist wichtig, dass L < m, d.h. wenn |¢| das Niveau 7 iiberschreitet, dann
muss es nach dem Zwischenwertsatz das Niveau L bereits vorher {iberschritten haben).
Wir unterscheiden die Félle p(t) > 0 und ¢(f) < 0. Falls ¢(t) > 0, so kénnen wir ein
t € ]0,t) wéhlen mit 0 < p(s) < « fiir alle s € (¢,¢) und ¢(t) < L. (Man wéhle ¢ einfach
kurz vor dem Zeitpunkt, wo L das erste Mal iiberschritten wird). Wir behaupten nun,
dass ¢ auf (¢,t) konkav ist. In der Tat:

¢'(t) = —w?sing(t) <0 Vt € (t,1), (364)
da sin(z) > 0 fiir alle z € (0, 7). Es sei nun t* € (¢,¢) mit ¢(¢*) = L. Nun gilt nach (358)

1cp'(i&*)2 = w?cos(L) + 1042 —w? = W? ( - 104_(2)) + 1ozz —w? =0 (365)
2 2" 2w2) 277 '
Insbesondere gilt also ¢'(t*) = 0. Nun ist also ¢ auf (¢,¢) konkav und ¢’ bei t* eine
Nullstelle hat. Nach Ubung [65] (p. hat ¢ dann aber bei t* ein globales Maximum auf
(t,1), also

p(t) <p(t) =L Vte(ti). (366)

Hieraus wiirde aus Stetigkeitsgriinden auch folgen, dass ¢(f) < L. Das ist aber ein Wi-
derspruch, da nach unserer Annahme ¢(t) > L. Es ergibt sich also ein Widerspruch zur
Grundannahme, dass das Niveau L {iberschritten wird. Im Fall, dass ¢(f) < 0 kann man
analog vorgehen: Man wihlt sich ¢ € [0,?) so, dass p(t) > —L und —7 < ¢(s) < 0 fiir alle
s € (t,t). Aus der Differentialgleichung lernt man dann wieder, dass

¢'(t) = —w?sing(t) >0 Vt € (t,1), (367)
d.h. ¢ ist konvex auf (¢,7). Nun gibt es auch wieder nun t* € (¢,¢) mit p(t*) = —L. Aus

(358]) erhélt man wiederum

1 1
éap'(t*)z = w?cos(—L) + §a§ —w? =0, (368)

da cos ungerade ist. Wiederum wiirde aus der Konvexitét (sieche Ubung (65| (p. ) folgen,
dass t* eine globale Minimumsstelle von ¢ in (—t,¢) ist. Ein Widerspruch, da dann das
Niveau L wiederum nicht unterschritten werden kann. Wir haben also gezeigt

o) <L Yt>0 (369)
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und folgern die Behauptung.
Nun zu Fall 3. Hier, im Fall a3 = 4w?, 16sen wir (358)) explizit. Nach (358) gilt

1 1
Egp'(t)Q = w?cos p(t) + 504(2) —w? = w?(1 4+ cosp(t)) (370)

Nun benutzen wir, dass cos z = 1 — 2sin*(%) fiir alle z € R und erhalten

t t
—/(t)* = W? (2 — 25sin? %) = 2w? cos? @. (371)
Wir kommen auf die DGL

¢ (t)? = 4w? cos 5 = g eosT ==

Da ¢/(0) > 0 und cos @ =1 > 0 kann man die Wurzel in einer Umgebung von 0 mit
‘+’-Vorzeichen ziehen und erhélt

t
¢'(t) = g cos @ vt € [0, M]. (373)
Hierbei ist
M :=sup{m € [0,00) : ¢'(t) > 0 und ¢(t) € [0,7] Vt e [0,m]} > 0. (374)
Wir 16sen nun (373) auf [0, M). Da cos§ = \/ﬁ (was direkt aus tan(w) = %((ww))
folgt, HA) erhalten wir
1
¢'(t) = ag : (375)
1 + tan? @
d.h.
t
¢'(t)1/ 1 + tan? % = ap. (376)

Wir integrieren und erhalten

/Ot \/ 1+ tan® @gp’(s) ds = agt. (377)

Wir subtituieren u = ¢(s) und erhalten (mit der Tatsache, dass ¢(0) =0

o(t)
/ \/1+tan? - du = pt. (378)
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Jetzt miissen wir nur noch das Integral auf der linken Seite auswerten. Dazu formen wir

e ® ® 2
® P 1 4 tan® 5
/ /1 +tan? = du = / B H (379)
0 2 0 \/1 + tan? 5

Nun substituieren wir v = tan 3. Beachte, dass dann gilt g—z = % (1 + tan? %) Dadurch
erhalten wir

p(t) U tan@ 1
/ : ()
1+ tan? = du = 2/ ———— dv = 2Arsinh (tan —) , 380
/0 2 0 V1 + v? 2 ( )

wobei Arsinh(y) := log(y + /1 + 3?) die Umkehrfunktion von sinh ist (siche Analysis-
Vorlesung). Mit (378]) erhalten wir

2Arsinh (tan @) = at. (381)

Wir 16sen nun nach ¢(t) auf und erhalten
o(t) = 2arctan (sinh %t) Vit € [0, M). (382)
Wir zeigen nun M = oo. In der Tat: Angenommen es wire M € (0,00) so wéare (wegen
der Definition von M in (374))) entweder (M) € {0,7} oder ¢'(M) = 0. Aus folgt

allerdings

@(M) = lim ¢(t) = lim 2arctan (sinh %t) = 2arctan (sinh %M) € (0,m)  (383)

t—M t—M

und (wieder aus (382)))

g cosh 20¢ o cosh L M
¢'(M) = lim ¢'(t) = lim 0 2 = 0 = > 0. (384)
t—M t—M 1 + sinh %t 1 + sinh %21M

Wir folgern einen Widerspruch zur Annahme und schlieBen M = co. Wiederum aus ([382)
folgt
©(t) = 2arctan (sinh %t) Vt € [0, 00). (385)

Monotonie und Grenzverhalten fiir ¢ folgen sofort aus der Monotonie von arctan und sinh.

J

Das explizite Ausrechnen des dritten Falles war ziemlich mithsam. Spéter werden wir
einen Weg sehen, wie man ohne die explizite Losung zeigen kann, dass das Pendel nicht
iiberschwingt. Eigentlich miissen wir aber auch erstmal iberhaupt zeigen, dass die Gleichung

¢"(t) = —w?p(t) iiberhaupt eine Losung hat, die auf [0, 00) definiert ist...
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2 Differentialgleichungen im Anwendungskontext

In diesem Abschnitt wollen wir iiber Differentialgleichungen in der Anwendung sprechen.
Wir diskutieren anhand des Beispiels eines Pandemiemodells, wie Vorgénge mit Differenti-
algleichungen modelliert werden kénnen und was fiir Vorhersagen man mit mathematischen
Methoden aus dem Modell herauslesen kann.

Im Unterschied zum letzten Kapitel besprechen wir hier Modelle, bei denen wir keine Chance
haben, eine Losung explizit hinzuschreiben. Dennoch gibt es Informationen, die man durch
das mathematische Studium des Modells erhalten kann.

Modelle sind stets eine Vereinfachung der Wirklichkeit. Das Modell, was wir hier besprechen
ist in der Vergangenheit sehr haufig erweitert worden, weil seine Aussagekraft in gewissen
Situationen begrenzt ist. In der Anwendung ist es daher auch besonders wichtig, die Modell-
annahmen zu diskutieren.

Ein weiteres Problem bei Modellen ist oft die Wahl der Modellparameter. Fiir das Pandemie-
modell, was wir in diesem Kapitel besprechen werden, hiangen die Modellparameter davon
ab, wie ansteckend die Krankheit ist, wie viele Kontakte in der Bevolkerung stattfinden, wie
lange eine Person infektios ist, etc. Wir werden in diesem Skript auch einen Fokus auf die
epidemiologische Bedeutung der Parameter legen — dieser Teil des Skriptes wird dement-
sprechend interdiszilindr gestaltet sein. Hierbei geht das Skript auch u.U. detaillierter vor
als die grundsténdige mathematische Literatur.

Nichtdestotrotz ist die genaue Bestimmung der Parameter ein schwieriges Problem. Aber
auch hier ist die Theorie der Differentialgleichungen von Nutzen: Je mehr theoretische Aus-
sagen man zur Verfiigung hat, desto besser kann man die Parameter an die verfiighare
Datenlage anpassen. Auch das werden wir sehen.

2.1 Das SIR-Pandemiemodell

Wir begeben uns gedanklich in eine Pandemiesituation. Téglich infizieren sich Menschen mit
— beispielsweise — einem Virus. Die infizierten Menschen kénnen wiederum weitere Perso-
nen anstecken. In unserem Modell teilen wir die Bevolkerung in drei Gruppen auf.

e N

Bezeichnung 67. MODELLIERTE BEVOLKERUNGSGRUPPEN.

Die Bevolkerung wird in die Gruppen S,I und R aufgeteilt. Die Gruppe I bezeichnet die
Gruppe der Infizierten. Die Gruppe R bezeichnet die Gruppe der Genesenen oder Ver-
storbenen. Die Gruppe S bezeichnet die Gruppe der Anfilligen, also diejenigen, die weder
infiziert, noch genesen/verstorben sind.

Wir bezeichnen auBerdem mit 7(¢) den Bevolkerungsanteil der Infizierten zu einem Zeit-
punkt ¢. Gleichsam bezeichnen wir mit R(t) den Anteil der Genesenen oder Verstorbenen
in einer Bevolkerung und mit S(¢) den Anteil der Anfilligen zum Zeitpunkt ¢ > 0.

(. J

Diese Bezeichnungen sind in der Literatur {iblich. Die Buchstaben sind aufgrund englischer
Bezeichnungen gewéhlt (I = infectious, R = recovered/removed, S = susceptible).

Wegen den drei verwendeten Buchstaben heifit das Modell STR-Modell. Man beachte,
dass wir stets Bevdlkerungsanteile in Prozent der Gesamtbevolkerung modellieren. Das heifit
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auch

S +I(t)+ R(t) =1 VteR. (386)

Dass wir die Genesenen und die Verstorbenen in einen Topf werfen kénnen, liegt an der

folgenden Annahme.

r

Modellannahme 68. EINMAL IMMUN, IMMER IMMUN.

Wir nehmen hier (zunéchst) an, dass Personen, die einmal eine Infektion durchgemacht
haben, nach einer Infektion komplett immun sind. Dadurch kénnen sie aus dem Pandemie-
geschehen entfernt werden. Wir konnen die Genesenen also genauso aus dem Geschehen
entfernen wie die Verstorbenen.

Diese Annahme ist nicht in jeder Pandemie zutreffend. Spéter werden wir das Modell
erweitern und eine Reinfektion ermoglichen.

(.

J

Wir bezeichnen ab hier der Einfachheit halber die Gruppe R nur als Gruppe der Genesenen.
Als néchstes diskutieren wir, wie sich die Bevolkerungsanteile mit der Zeit verdndern.

Wir starten zunachst mit den Genesenen.

Modellierung 69. ANDERUNGSRATE VON R(t). Wir fragen uns hier, wie viele Menschen
in einer Zeiteinheit zwischen ¢ und ¢ 4+ h neu zu den Genesenen dazukommen. Wie schon
in Anwendung @ (p- [L0]) stellen wir uns zunéchst vor, dass das Zeitintervall h ein Tag ist.
Um zu den Genesenen dazuzukommen, miissen infizierte Personen eine Infektion aus-
kurieren. Das heiit man kann nur von Gruppe I nach Gruppe R wechseln und nicht von
Gruppe S nach Gruppe R. Wie viele an einem Tag neu genesen héngt vor allem davon
ab, wie viele Personen derzeit infiziert sind — Sind viele infiziert, so werden auch viele
genesen.
Es ist sogar sinnvoll, anzunehmen, dass der Zusammenhang proportional ist: Verdoppeln
sich die Infektionszahlen so werden sich (mit leichter Verzogerung) auch die Zahl der neu
genesenen verdoppeln. Man kann daher modellieren

R(t +1 Tag) — R(t) =~ BI(t) (387)

Hierbei ist 8 > 0 die Rate der Infizierten, die an einem Tag von einer Infektion genesen.

Der Parameter (8 ist der erste Modellparameter, der von dem modellierten Virus
abhéngt. Zu dessen Bestimmung beno6tigt man konkrete Daten iiber die Krankheit. Sinn-
voll ist hier die folgende Wahl:

1

~ durchschnittliche Dauer einer Infektion (in Tagen)’

5 (388)

Das sieht man z.B. so: Dauert die Infektion immer exakt N Tage, so kénnen wir die In-
fizierten in N Gruppen aufteilen — Hierbei ist die k—te Gruppe die Gruppe derjeniger,
die schon k Tage lang infiziert sind (k = 0, ..., N — 1). Falls wir {iber einige Tage ungefahr
gleichviele Neuinfektionen haben, so konnen wir annehmen, dass jede Gruppe gleichgrof3
ist. Damit hat jede Gruppe anteilméafig %] (t) = BI(t) Mitglieder. Da nur eine Gruppe
— némlich die N — 1-ste Gruppe — am Folgetag genesen wird, ist die Anzahl der téglich

69



neu Genesenen eben durch 31(t) gegeben.

Verallgemeinern wir die Diskussion in auf allgemeine Zeitschritte h > 0 so erhalten
wir
R(t+h)— R(t
t+ })l © « 100, (389)
mit Gleichheit fiir sehr kleine h, denn bei grofien h miisste man eigentlich eher I(t + h)
als I(t) beriicksichtigen. Der Grenzwert fiir h — 0 liefert

R(t) = BI(t). (390)

Die Herleitung der Anderungsrate und die Einfithrung des Modellparameters § geschah unter
der folgenden

4 N\

Modellannahme 70. KURZE INFEKTION, KLEINE VERZOGERUNG. Die Wahl von  in
haben wir unter der Annahme gerechtfertigt, dass jede Infektion gleichlang dauert.
Héufig verhélt es sich aber anders: Es gibt zumeist nur eine Mindestdauer einer Infektion.
Jeden Tag nach dem Verstreichen dieser Mindestdauer gibt es dann eine gewisse Wahr-
scheinlichkeit, dass man sich an diesem Tag vollends erholt. Dauert eine Infektion z.B.
mindestens 4 Tage, so miissten wir eigentlich die neu genesenen zufillig aus dem Pool
der Infizierten beim Zeitpunkt ‘t-4 Tage’ wihlen. In der Tat gibt es Modellansédtze mit
verzogerten Differentialgleichungen, d.h. man wiirde ansetzen

R'(t) = BI(t—71), (391)

wobei 7 die Mindestdauer der Infektion ist. Die Rate 5 muss hier dann aber anders
gewdhlt werden als in . Sie ist in dem Fall die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine
fixierte Person, deren Infektionsmindestdauer bereits abgelaufen ist, an einem Tag nach
von der Infektion erholt.

Die Modellannahme der kleinen Verzogerung erweist sich als unrealistisch wenn entweder
die Infektion sehr lange andauert oder das Infektionsgeschehen sehr unkonstant ist. In
diesen Fillen kann nicht davon ausgegangen werden, dass R'(¢) proportional zu I(t) ist.
Da wir uns im Laufe dieser Vorlesung nur mit einer ‘Standardpandemie’ beschéftigen
kénnen, wollen wir diesen Sachverhalt hier nicht vertiefen.

Verzogerte Differentiagleichungen sind allerdings ein schones Thema fiir ein Seminar oder
eine Bachelor/Masterarbeit.

. J

Als néchstes wollen wir die Anderung der Anfilligen, also der Gruppe S, besprechen.

Modellierung 71. ANDERUNGSRATE VON S(t). Wir stellen uns mal experimentell ein
Grofiraumbiiro mit M Personen vor, in dem sich normalerweise nur Mitglieder der Gruppe
S und der Gruppe R aufhalten. Heute betrachten wir aber einen Tag, an dem zusétzlich
noch eine infizierte Person in dem Grofiraumbiiro arbeitet und mit allen Personen dort
Kontakt hat. Es sei p die Wahrscheinlichkeit, dass ein Infizierter einen Anfilligen bei
einem eintdgigen Kontakt ansteckt. Es sei S(t) die (absolute, nicht anteilméBige(!)) Zahl
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der Anfélligen im Biiro. Dann wird dieser Tag im GroBraumbiiro einen Anteil von pS(t)

Neuinfektionen hervorbringen. Das heifit auch: Die Zahl der Anfilligen sinkt um pS(t).
In Formeln

S(t +1 Tag) — S(t) ~ —pS(t). (392)

Was passiert nun, wenn nicht nur eine infizierte Person, sondern gleich mehrere in dem
Biiro anwesend sind? Sagen wir mal es sind [(t) Personen anwesend. In dem Fall wiirde
wohl jede infizierte Person gleichermafien pS(t) Personen anstecken und man hétte

S(t+1 Tag) — S(t) ~ —pS()I(1). (393)

Aus diesem Gesetz kénnte man sicherlich wieder eine Differentialgleichung herleiten. Aber
wir iibersehen hier noch etwas: Die Gesamtbevolkerung ist kein Grofiraumbiiro — Es
haben némlich an einem Tag nicht alle mit Allen Kontakt. Hat ein Infizierter téglich nur
mit k von M Personen aus dem GroBraumbiiro Kontakt, so wiirde man nicht pS(¢)I(t)
Neuinfektionen erwarten, sondern nur MpS (t)I(t), d.h.

S(t+1 Tag) — 5(t) ~ —p%E(t)f(t). (394)

Da wir hier nun briicksichtigt haben, dass nicht alle mit Allen Kontakt haben, ist dieses

Gesetz dann nicht nur fiir ein Groﬁraumburo sondern auch fiir die Gesamtbevélkerung

anwendbar. Wir definieren nun also S(t) := 5% den Anteil der Anfilligen und I(t) := %

den Anteil der Infizierten. Wir erhalten mit - die wir nochmal durch M dividieren)
S(t+ 1 Tag) — S(t) = —pkS(t)I(t). (395)

Den Lesenden ist nun als Ubungsaufgabe iiberlassen, mit dieser Erkenntnis die Differen-
tialgleichung
S'(t) = —pkS(t)I(t) (396)

zu begriinden. Fiir spétere Rechnungen definieren wir den Modellparameter
a = pk >0, (397)
wobei
p = Wahrscheinlichkeit, sich bei einem eintégigen Kontakt zu infizieren (398)
und

k = durchschnittliche Anzahl der Kontakte eines Infizierten an einem Tag. (399)
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Die beiden Parameter zu einem zusammenzufassen, ist etwas gewagt: Der Parameter p
ist etwas rein medizinisches, was damit zusammenhéngt, wie ansteckend das betrachtete
Virus ist. Der Parameter k£ héngt gar nicht mit dem Virus zusammen, sondern nur mit
dem Kontaktverhalten der Bevolkerung. Das heifit aber insbesondere, dass man k mithilfe
von Mafinahmen steuern kann. So zum Beispiel konnte man Infizierte in eine Quarantéane
schicken, sodass sie keine Kontakte mehr haben.

Man koénnte hier als Kritik anfithren, dass bei der Berechnung von p die Kontaktldnge auf
einen Tag gesetzt wurde. Bei manchen Viren reicht eine viel kiirzere Zeit fiir eine Infektion
bereits aus. Fiir das SARS-CoV-2 Virus zum Beispiel haben Kontakte mit einer Lénge von
15 Minuten bereits ein gewisses Risiko.

Dieser Sachverhalt lédsst sich aber mathematisch klaren, da man stets festlegen darf, wie
schnell die Zeit t vergehen soll. Man muss die Zeit also nicht in der Einheit ‘Tage’ messen
sondern kann die Zeit auch in 15-Miniitigen Zeiteinheiten unterteilen, wenn das sinnvoller
ist. In dem Fall ist k£ die Anzahl der Kontakte in einer Zeiteinheit.

Dennoch gibt es eine diskutable Annahme:

Modellannahme 72. GLEICHVERTEILTHEIT DER KONTAKTE. Wir haben hier wieder
mal Proportionalititsannahmen gemacht. Diese sind immer nur sinnvoll, wenn der model-
lierte Sachverhalt homogen verteilt ist. So zum Beispiel haben wir angenommen, dass alle
Infizierten gleich viele tégliche Kontakte k£ haben.

In der Praxis bemiiht man sich, solche Annahmen loszuwerden. Wir kénnten zum Bei-
spiel im Vorfeld die Infizierten in zwei weitere Gruppen aufteilen: ‘Infizierte mit vielen
Kontakten” und ‘Infizierte mit wenigen Kontakten’. Diesen Gruppen wiirde man dann
verschiedene Kontaktzahlen k1 oder ks zuweisen. Man kann auch noch mehr Abstufungen
machen. Auch Modelle, bei denen die Anzahl der Abstufungen gegen unendlich geht, wer-
den untersucht. Dies sind dann stochastische Modelle, da der Kontaktanzahl eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung zugewiesen wird.

Es gilt nun also, wie in Modellierung [69) und [71] diskutiert,
R(t) = BI(t), (400)

S'(t) = —aS(t)I(t). (401)

Wie sich [(t) verdndert, miissen wir nicht mehr mithilfe einer Modellierung diskutieren, denn
R(t)+ S(t)+1(t)=1 VteR, (402)

weswegen wir durch Ableiten beider Seiten der Gleichung feststellen
Rt)+S'(t)+I'(t)=0 VteR. (403)

Wir folgern
° I'(t) = =5"(t) — R'(t) = aS(t)I(t) — BI(t). (404)
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Damit haben wir unser (nichtlineares

) Differentialgleichungssystem

S'(t) = —aS(t)I(t)
) =aS()I(t) — BI(t) (405)
)

pI(t)

I'(t
R'(t

Definition 73. SIR—PANDEMIE.

Die Gleichung (405) heifit STR-Gleichung. Fiir ein offenes Intervall I O [0, 00) heift eine
Losung y € C'(T; R3) mit

y(t) = (S(t),I(t), R(t))T, (t € I) von SIR-Pandemie mit Modellparametern a, 5 >
0.

(. J

Von nun an studieren wir also Losungen von (405)), also von

( Merkformel 74. SIR PANDEMIE-GLEICHUNG.
Fir o, 8 > 0 und I D [0, 00) betrachten wir

S'(t) = —aS(t)I(1)
I'(t) = aS(0)I(t) = pI(t) (tel) (4006)
R(t) = 51 (t)

. J

Leider wissen wir zu diesem Zeitpunkt noch nicht ob eine Losung von (405)) auf einem so
grofien Intervall I D [0, 00) existiert. Wir werden aber spéter noch zeigen, dass dem so ist.

Gedankenexperiment 75. WACHSTUM AM ANFANG DER PANDEMIE. Eine interessante
Situation ergibt sich am Anfang einer Pandemie, d.h. in einer Situation wo noch niemand
genesen ist. Hier kann man R(t) ~ 0 annehmen. Damit gilt S(t) + I(¢) ~ 1. Setzen wir
also S =1 — [ in die zweite Gleichung von so erhalten wir

I'(t) = a(1L = 1)1 (t) = BI(t) = I(t)(a = B — ol (2)), (407)

eine Differentiagleichung nur fiir I! Dieses Wachstumsverhalten haben wir am Anfang in
Ubung (p- als logistisches Wachstum kennengelernt. Am Anfang der Pandemie
kann das logistische Wachstum also als eine gute Ndherung fiir das Pandemiegeschehen
aufgefasst werden. Wir haben in Ubung [12| (p. auch gesehen, dass logistisches Wachs-
tum am Anfang der Pandemie stets aussieht wie exponentielles Wachstum. Das erkléart,
warum am Anfang einer Pandemie von einem exponentiellen Wachstum der Infizierten
auszugehen ist.

2.1.1 Erste Eigenschaften des Modells

Es folgen einige Plausibilititseigenschaften des Modells. Wichtig hierbei ist, dass wir die
Pandemie mit einem realistischen Anfangswert starten, d.h. wir miissen annehmen, dass

S(0) € (0,1), I(0)€(0,1), R(0)€(0,1) (408)
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und

S(0) + 1(0) + R(0) = 1. (409)
Wir bezeichnen in diesem Abschnitt
Z = {(s,i,r) € (0,1)* :s+i+r =1}, (410)

die Menge aller zuldssigen Anfangswerte. Dass R(0) > 0 ist (d.h., dass am Anfang ein
gewisser Teil der Bevolkerung immun ist) wird hier der Einfachheit halber angenommen, ist
aber eigentlich nicht notwendig.

Wir sollten uns zunéchst vergewissern, dass die Pandemie zu jedem Zeitpunkt sinnvolle
Werte annimmt, d.h. dass es in dem Modell zum Beispiel nach einiger Zeit keine negativen
Infiziertenzahlen gibt. Das konnte ja schliefflich in der Theorie sein — es wiirde aber sicherlich
kein gutes Licht auf das Modell werfen.

~

Satz 76. Es sei y = (S, I, R)T € C'(I,R?) eine STR-Pandemie mit y(0) € Z. Dann gilt
y(t) € Z fiir alle t € [0, 00).

" J

Beweis. Dass S(t) + I(t) + R(t) = 1 fiir alle ¢ € R gilt ist allerdings nicht schwer zu
zeigen. In der Tat

C(S() + 1) + R(1) = S'(0) + I'6) + R(1) (a11)

= —aSH)I(t) +aS@)I(t) — BI(t) + BI(t) = 0. (412)

(405)
Damit haben wir, dass S + I + R konstant sein muss. Deswegen gilt
S(t)+1(t)+R(t)=5(0)+1(0)+R(0)=1 Vtel. (413)
Als néchstes zeigen wir, dass S(t), I(t), R(t) > 0 fur alle ¢ € [0, 00). Hierzu sei
T:=sup{t>0: S(r),I(1),R(t) >0 Vre€]|0,t} € (0,00]. (414)

Sicherlich gilt T > 0, da S(0),1(0), R(0) > 0 und S, und R stetige Funktionen sind.
Wir behaupten nun, dass 7" = oo. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dass 7' < oo. Wir
werden zeigen, dass

R(T) > 0, S(T) >0, I(T) > 0. (415)

Dies steht im Widerspruch zur Wahl von T, denn wenn S(7T'),I(T), R(T) > 0 wére so
gabe es ein € > 0 mit S(7),I(7), R(t) > 0 fiir alle 7 € [T — ¢, T + €|. Da aber (nach
Definition von 7" in (414))) auch S(7), I(7), R(7) > 0 fiir alle T € [0, T — €], folgt insgesamst
S(1),I(1),R(t) > 0 fur alle 7 € [0,T + ¢]. Es ergibt sich dadurch ein Widerspruch zur
Wahl von 7' in . Wir arbeiten nun der Reihe nach die Behauptungen in (415)) ab.
Schritt 1. Z;: R(T) > 0. Fiir t € (0,7) gilt

R(t) = BI(t) >0, (416)
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wobei wir hier benutzt haben, dass wegen (414]) gilt 1(¢) > 0 fiir alle ¢ € (0, T). Daher ist
R auf (0,7) monoton steigend und es gilt

R(T)= lim R(t)> lim R(0)= R(0) > 0. (417)

t—Tt<T T t—=Tt<T

Schritt 2. %, : I(T) > 0. Wir berechnen fiir ¢ € (0,7)

d I'(t) aSt)I(t) — pI(t)
G800 = T = T = as() — (418)

Da S(t) > 0 fiir alle t € (0,T") erhalten wir, dass

%log I(t)y> -8 Vte(0,T), (419)

weswegen (nach dem Hauptsatz der Differential - und Integralrechnung und der Monotonie
des Integrals) gilt

t
log I(t) =log I(0 / —1og] ) ds > log I(0) +/ (—=p)ds Vte(0,T). (420)
0
Bilden wir nun auf der rechten Seite die Stammfunktion, so erhalten wir
log I(t) > 1ogI(0) — st Vt € (0,T). (421)

Man erhélt durch Anwenden der (monotonen!) Exponentialfunktion und Verwenden des
Exponentialgesetzes

I(t) = exp(log I(t)) 4%1 exp (log 1(0) — pt) = I(0)e P vt € (0,T) (422)

und durch Betrachtung des Grenzwertes ¢t — T, (t < T') folgern wir

I(T) > 1(0)e™#" > 0. (423)

Schritt 3. Z;: S(T') > 0. Wir berechnen mit (405]) auf dem Intervall (0,7")
S'(t) =—aS(t)I(t) <0 Vte (0,7), (424)

weswegen wir S(t) < S(0) fir alle ¢t € (0,7") folgern. Benutzen wir dies, so erhalten wir
folgende Abschétzung

() _ aS@I(t) - BI)
(1) (1)

9 log 1(1) =

dt =aS(t)-f<aS0)-5,  (425)
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fur t € (0,T). Wir folgern, dass fir alle t € (0,7) gilt

log I(t) —log I(0) = /0 %log[(s) ds /0 (aS(0) — B) ds = (aS(0) — B)t,  (426)

d.h. umgeformt

log I(t) < log I(0) + (aS(0) — B)t Vt € (0,T). (427)

Wenden wir nun die (streng monotone!) Exponentialfunktion auf beiden Seiten an, so
erhalten wir

I(t) < I(0)e@SO=t vt ¢ (0,T). (428)
Als néchstes beobachten wir, dass fiir t € (0,7") gilt
d S'(t) —aS(t)I(t) _
—log S(t) = = — ) — () > —ad(0)el@SO-0)t, 429
7108 5(t) St @ S a ()458 al(0)e (429)

Man beachte nun, dass (S(0) — 8)t < |aS(0) — Bt < |aS(0) — B|T fir alle t € (0,7) Als
Folgerung daraus erhalten wir

d
pr log S(t) > —al(0)el*SO=AIT (430)

weswegen wir wieder durch Integration folgern
log S(t) —log S(0) > —al(0)el*O=AITt vt e (0,T), (431)

d.h.
log S(t) > log S(0) — al (0)el*SO=AITt vt e (0,T). (432)

Wiederum durch Anwenden der Exponentialfunktion erhalten wir
S(t) > S(0) exp (—al(0)el*¥O=AIT4) vt e (0, 7). (433)
Betrachten wir den Grenzwert ¢t — T, (t < T') so erhalten wir wegen der Stetigkeit von S
S(T) > S(0) exp (—al(0)el*¥O=ATT) > 0. (434)

Da wir nun (415)) gezeigt haben erhalten wir (wie direkt unter (415]) erklirt) einen
Widerspruch und folgern 7" = oco. Insbesondere gilt also

S(),I(t),R(t) > 0Vt € [0,00). (435)
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Zugleich folgt, dass S(t), I(t), R(t) € (0,1) fiir alle t € [0, 00), denn wenn S(t), I(t), R(t) <

0 und S(t) + I(t) + R(t) so gilt
1= S(t)+ I(t) + R(t) > S(1), (436)
1=5(t)+I(t)+ R(t) > I(t), (437)
1=5(t)+ I(t) + R(t) > R(t). (438)
Die Behauptung ist gezeigt.

Ein solcher Satz ist nicht nur wichtig, um die Sinnhaftigkeit des Modells zu iiberpriifen,
sondern auch fiir das Studium qualitativer Eigenschaften. Eine Konsequenz von elementarer
Wichtigkeit ist zum Beispiel

s N

Korollar 77. DISKUSSION DER MONOTONIE. Es sei y eine SIR-Pandemie mit y(0) € Z.
Es gilt

1. S ist streng monoton fallend auf [0, c0).

2. R ist streng monoton wachsend auf [0, c0).

. J

'd )

Beweis. Da y(t) € Z, gilt S(t),1(t), R(t) € (0,1) fiir alle t € R. Mit der Tatsache, dass
a > 0 ist, folgern wir aus (405))

S'(t) = —aSHI(t) <0 Vit e [0,00). (439)

AuBerdem gilt
R'(t)=pI(t) >0 Vte|[0,00). (440)

Die Behauptung ist gezeigt.

J

Bei jedem DGL-System aus der Anwendung ist es sinnvoll, nach solchen Monotonierela-
tionen zu suchen. Fiir I ist es schwierig, eine klare Monotonierelation zu zeigen. Es gilt

>0 S(t) >
<0 S(t) <

(441)

Qe ™

Wir halten fest: Falls die Anzahl der Anfilligen unter ein bestimmtes Niveau — némlich
unter g — fallt, so sinken die Infektionszahlen. Davor steigen sie an. Wir wissen allerdings

zu diesem Zeitpunkt noch nicht, ob S(t) das Niveau g jemals erreichen wird.

Falls S(0) < g, so wird wegen der Monotonie von S das Niveau g niemals erreicht.

Gleichung (441]) zeigt dann, dass die Zahl der Infektion stetig kleiner wird. Wir werden noch
sehen, dass die Pandemie in einem solchen Fall auch ausstirbt. Falls S(0) > g, so kénnen

wir keine Aussage treffen. S konnte ja monoton fallend sein, aber die gesamte Zeit iiber

dem Niveau g verharren. Allerdings werden wir im kommenden Abschnitt zeigen, dass das
Niveau g in jedem Fall erreicht wird.
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Man beachte, dass wegen der strengen Monotonie, S(¢) = £ maximal fiir einen Zeitpunkt
t = t* erreicht wird. Diesen Zeitpunkt nennen wir — sofern er existiert — den Hdéhepunkt
der Pandemie.

Aus und der Monotonie von S lernt man dann

>0 t<t”
I't) = I(t)(aS(t) — ’ 442
(t) = 1()(@S(t) - B) {<0 o (142

Man sieht mit dem Vorzeichenwechselkriterium fiir Extremstellen, dass I bei t* ein lokales
Maximum annimmt. Man muss hier aber beachten, dass das Vorzeichenwechselkriterium fiir
Extremstellen kein klassisches Resultat aus der Analysis-Grundvorlesung, sondern zunéchst
nur aus der Schule ist. Eine formal richtige Argumentation funktioniert so:

( )

Ubung 78. DER VERLAUF EINER PANDEMIE. Es sei y eine ST R-Pandemie mit y(0) € Z.
(a) Zeigen Sie, dass t — log I(t) strikt konkav ist.

(b) Folgern Sie: Falls es t* > 0 gibt mit S(t*) = g, so hat t — I(t) ein eindeutiges
globales Maximum bei ¢ = t*.

SINN DER UBUNG: Man sieht, dass der Zeitpunkt t* wirklich den absoluten Hohepunkt
der Pandemie darstellt. Im néchsten Abschnitt wollen wir uns damit beschéftigen, wie
viele Menschen an diesem Hohepunkt wirklich infiziert sind.

Diese Diskussion legt Folgendes nahe

e N

Vermutung 79. Es sei y eine SIR-Pandemie mit y(0) € Z. Dann tritt genau einer der
folgenden zwei Félle ein

e Falls S(0) < g so gilt I’ < 0 und die Pandemie stirbt schlieBlich aus, d.h. lim;_,, I(¢) 5
0.

e Falls S(0) > 8 o steigt das Infektionsgeschehen bis zu einem Pandemie-Héhepunkt

t. > 0 wo I(t*) sein Maximum annimmt und S(t.) = £. Danach sinken die Infekti-

onszahlen und die Pandemie stirbt aus, d.h. lim,_,, I(t) = 0.

. J

Zwei Punkte in dieser Vermutung sind noch nicht gekléart: Die Existenz des Hohepunktes .
im zweiten Fall und die Tatsache, dass die Pandemie schliellich ausstirbt.

Die Existenz des Pandemiehohepunktes klaren wir gleich am Anfang des néchsten Ab-
schnittes in Satz . Das Aussterben der Pandemie folgt mit Ubung

2.1.2 Der Hohepunkt der Pandemie

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Pandemie im Falle S(0) > § ihren Hohepunkt
t* auch wirklich erreicht. AuBerdem wollen wir bestimmen, wie viele Leute auf diesem
Hohepunkt gleichzeitig infiziert sind.

78



Ehe wir anfangen wiederholen wir nochmal das DGL-System (405]), was wir studieren

S'(t) = —aS(t)I(t),
I'(t) = aS(t)I(t) — BI(t), (443)
R'(t) = BI(t).

Hierbei sind stets «, § > 0 zu wihlen wie in (388]) und (397)).

r

"

Satz 80. Es sei y € O (I;R?) eine STR-Pandemie mit y(0) € Z und S(0) > 2. Dann gibt
es genau ein t* € [0,00) mit S(t*) = £.

(%

N\

Beweis. Zur Existenz: Angenommen ein solches t* > 0 wie in der Aussage gibt es nicht.
ZWISCHENBEHAUPTUNG. Unter der obigen Annahme gilt

S(t) > p Vt € [0,00). (444)

o
BEWEIS DER ZWISCHENBEHAUPTUNG. Angenommen es gibt ein g € [0, 00) mit S(tp)
g. Wegen der Annahme, dass der Wert g nicht angenommen wird, gilt sogar S(¢y) <

Dies fiihrt also auf folgende Situation

<
3
«

S(0) > g, S(to) < g. (445)

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann ein ¢; zwischen 0 und ¢, mit S(¢;) = g, ein

Widerspruch. Die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Mit (441]) berechnen wir nun, dass I’(t) > 0 fiir alle ¢ € I ist. Damit gilt auch I(¢) >
I(0) > 0 fur alle £ > 0. Dadurch hat man mit der dritten Gleichung aus (405]), dass

R'(t) = pI(t) = BI(0). (446)

Dann gilt aber

R(t) — R(0) = / "Ri(s) ds > /0 (BI(0)) ds = BI(O). (447)

0

Schauen wir uns nun die linke und rechte Seite mal vergleichend an. Die rechte Seite der
Gleichung ist unbeschréankt fiir groie ¢, denn da I(0) > 0 gilt

tllm BI(0)t = oo. (448)

Die linke Seite hingegen ist beschrénkt, da

|R(t) — RO)| < [R(H)] + [R(0)| <2Vt € [0,00), (449)
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weil R(0), R(t) € (0,1) fiir alle ¢t € [0,00). Die Gleichungen (448)) und (449)) widerspre-
chen sich. Daher muss die Annahme falsch sein und wir folgern die Existenz von t*. Die
Eindeutigkeit folgt aus der strengen Monotonie, siehe Korollar [77]

Wir haben also gesehen: Ist S(0) > , so erreicht die Pandemie stets einen eindeutigen
Hoéhepunkt, an dem (siehe Ubung (p. ) die Infektionszahlen auch ein globales Maximum
annehmen.

Wir kénnen leider nicht mit elementaren Funktionen, charakterisieren, wann dieser Zeit-
punkt ¢* erreicht ist. Wir wissen nur, dass S(t*) = £.

Gerne wiirden wir aber eine Frage beantworten: Wie viele Personen sind auf dem Hohepunkt
einer Pandemie gleichzeitig infiziert? Eine Antwort wiirde uns helfen, die maximale Auslas-
tung der Gesundheitssysteme wihrend einer Pandemie beziffern zu konnen.

Fiir diese Frage wére es sicherlich hilfreich, den Zeitpunkt ¢* zu kennen. Man benétigt
ihn aber gar nicht explizit! Da t — S(t) streng monoton (fallend) ist haben wir eine Um-
kehrabbildung zur Verfiigung.

Die Lehre daraus ist, dass man das Pandemiegeschehen nicht nur in Abhéngigkeit der
Zeit ausdriicken kann, sondern auch (dquivalent) in Abhéngigkeit der Zahl der Anfalligen.

Wenn wir die Infektionszahlen in Abhéngigkeit der Anfélligen ausdriicken konnen, wissen
wir genau, was am Hohepunkt passiert — denn wir kennen ja die Zahl der Anfilligen am
Hohepunkt, siehe (441))!

Im néchsten Satz werden wir sehen, dass es tatséchlich moglich ist, das Pandemiegesche-
hen in Abhéngigkeit der Anfélligen zu beschreiben.

Fiir den weiteren Verlauf des Abschnittes definieren wir

Sonin i= inf S(t) = lim S(t) € [0, S(0)]. (450)

te[0,00) t—o0

Die beiden Grofien stimmen iiberein, weil S monoton fallend ist.

~

Satz 81. Es sei y € C(I;R?) eine STR-Pandemie. Dann gibt es eine stetig differenzierbare
Funktion f : (Spin, S(0)] = [0,00) mit So f =id, f oS =id. Ferner erfiillt
T:=T0f:(Smm,S0)]— (0,1) (451)
die Gleichung
f(x):I(0)+S(O)—x+g(logm—logS(O)). (452)
Beweis. Die Existenz von f = S~! folgt direkt aus der strengen Monotonie von S.
AuBlerdem gilt
S'(t) o —al(t)S(t) #0 Vt € |0,00), (453)
weswegen die Umkehrabbildung f = S~! differenzierbar ist und es gilt nach einem Resul-
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tat aus der Analysis-Vorlesung zur Ableitung der Umkehrfunktion

’ - —1y/ — 1 = !
f@) = (57)(x) = S(S—z))  S'(f(x))

1 -1
SIS awi(f@y) € Smin SO (455)

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass f = S~!. Den aufmerksamen Beobach-
ter:innen dieses Beweises wird nicht entgangen sein, dass das Resultat zur Ableitung der
Umkehrfunktion in der Analysis eigentlich nur fiir Funktionen auf offenen Intervallen ge-
zeigt wird. Hier haben wir es aber mit einem halboffenen Intervall zu tun. Diese Situation
lasst sich leicht auflosen: Wir wissen, dass die ST R-Pandemie auf einer offenen Obermenge
des Intervalls [0, 00) existiert. Damit muss es aus Stetigkeitsgriinden auch ein € > 0 geben
mit S’(t) # 0 fiir alle t € (—¢,00). Die Umkehrung der Funktion kann also genausogut
auf diesem offenen Oberintervall erfolgen.

Nun muss nur noch die Gleichung nachgerechnet werden. Dazu differenzieren wir
fir x € (Spin, S(0)]

I'(z) = (Iof)(z)=TI(f(x))f(z) (456)

(454)

i (CTU@ISU @) = B ) s (457)
= (@I (@))e = B (@) iy = —1+ (458)

Sei nun xg € (Syin, S(0)] beliebig aber fest. Wir integrieren den obigen Ausdruck von zg
bis S(0) und erhalten

T(5(0)) — T(s) = / " ) de = / 05(0) (—1 + ﬁ) do (459)

. ax

=19 — S(0) + g (log S(0) — log zo) .

Man beachte nun, dass
1(5(0)) = 1(£(5(0))) = 1(0). (460)
Setzt man diese Information in ein und multipliziert auf beiden Seiten mit (—1), so
erhdlt man
I(wo) — I(0) = S(0) — mo + g(log 2o — log S(0)). (461)

Addiert man noch 7(0) auf beiden Seiten und benennt die Variable xy in x um, so folgt
@52).

Man beachte, dass wir in dem vorigen Satz nicht vorraussetzen mussten, dass S(0) > =.

B
Gleichung (452) ist der Zusammenhang, den wir gesucht haben: Wir kénnen die Infekti-

onszahlen in Abhéngigkeit der Anfélligen ausdriicken. In der Tat: sind x Leute anfallig, so

~

sind I(x) = I(S7!(x)) Leute infiziert. In der Anwendung wird hier oft eine Doppelbezeich-
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nung verwendet: Die neue Variable z wird auch mit S bezeichnet. Auflerdem wird zwischen
I und I notationsméflig nicht unterschieden. Falls man diese Unterscheidung nicht macht,
sollte man aber den Anfangswert mit (1o, S, R(0)) anstatt (1(0),.S5(0), R(0)) notieren, um
nicht durcheinanderzukommen. (Aus Griinden, die wir spiter sehen werden, notieren wir

jedoch R(0) nicht mit Ry). Mit dieser Konvention liest sich (452) wie
I(S) :IO+SO—S+§(logS—logSo). (462)

Diesen Zusammenhang findet man héufig so aufgeschrieben in der epidemiologischen Lite-
ratur.Wir werden aber im Folgenden nur Gleichung (452)) verwenden.

Gedankenexperiment 82. EIN INTEGRAL DER BEWEGUNG FUR DAS SIR-PANDEMIEMODELL.
Setzen wir in Gleichung (452) x = S(¢) fiir ein ¢ € [0, 00) ein so erhalten wir

o~

I(t) = I(S(t)):I(O)+S(O)—S(t)+g(logS(t)—logS(O)). Vt e [0,00).  (463)

(451)

Umgestellt merkt man

I(t)+ S(t) — glogS(t) =1(0)+ S(0) — glogS(O). (464)

Diese Gleichung lasst sich auch als eine Erhaltungsgrif$e sehen:
I(t)+ S(t) — glog S(t) = const. (465)

Mit anderen Worten haben wir ein Integral der Bewegung gefunden.

Wir erhalten das folgende

s N

Korollar 83. Es sei y € C*(I; R?) eine SIR-Pandemie mit y(0) € Z, S(0) > £. Dann gilt

ax I(t) =1(0) + S(0) — g + g <log§ — log S(O)) : (466)

" J

e N

Beweis. Wir wissen aus Gleichung ([#41)) oder aus Ubung 78] (p. [78)), dass

max [(t) = I(t"), (467)

te[0,00)

wobei ¢* der (nach Satz[80| (p. existente und eindeutige) Zeitpunkt ist mit S(#*) = Z.
Setzt man nun ¢* in (463)) ein, so erhélt man

I(t") =1(0)+ S(0) — g + g (logg — log S(O)) : (468)
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Lund die Behauptung folgt zusammen mit (467)). J

Nimmt man an, dass 1(0) ~ 0 und S(0) ~ 1, d.h. dass am Anfang der Betrachtung der
Pandemie fast niemand immun ist und die Infektionszahlen sehr klein sind, so erhélt man

1. B 5
tén[og,li)[(t) ~1+ - (log o 1) : (469)

Mit dieser Formel kann man also bereits am Anfang der Pandemie die maximale Auslas-
tung der Krankenh&user vorraussagen — vorausgesetzt man kennt o und /.

Eine interessante Beobachtung: Ist g ~ 0, so ist maxc,00) [(t) = 1, d.h. die Pande-
mie verbreitet sich so schnell, dass fast alle gleichzeitig infiziert sind. Falls g ~ 1, so ist
maxc(o,00) L (t) ~ 0, d.h. die Pandemie kann die Gesundheitssysteme in diesem Fall nicht
belasten.

Wir haben in dieser Sektion gesehen, dass es manchmal sinnvoll sein kann, die Zeit durch
andere (zeitmonotone) Grofien auszudriicken. Dies kann Integrale der Bewegung liefern und
wird in der Praxis haufig angewendet.

Eine Grofle, die in unserer Diskussion immer wieder auftaucht, ist g Sie hangt von den
Eigenschaften des Virus ab und bestimmt u.a., wo der Hohepunkt der Pandemie ist und wie
viele Menschen gleichzeitig infiziert sind.

Ist g > 1, so ist Zahl der Infizierten auf ganz [0, co) riickldufig, siehe (441)). Dies macht die
(aussterbende) Pandemie génzlich uninteressant. Ist g < 1 so kann sich (auch nach ([{41))
die Pandemie nur weiter ausbreiten falls S(0) > g, d.h. mehr als g Prozent der Bevolkerung
sind anfallig.

Im néchsten Abschnitt widmen wir uns der virologischen Bedeutung von g und entdecken
in der DGL das Phédnomen der Herdenimmunitdt, d.h. wir finden einen Zeitpunkt, ab dem
das Infektionsgeschehen exponentiell abfallt.

4 )

Ubung 84. WIE VIELE PERSONEN INFIZIEREN SICH IM LAUFE DER PANDEMIE INSGE-
SAMT?
Es sei y eine STR-Pandemie mit g < 1.

(a) Zeigen Sie: limy_, I(t) = 0.
(b) Beweisen Sie: S, > 0 und es gilt folgende Gleichung

Sonin — g log Sin = 1(0) + S(0) — g log S(0). (470)

(¢) Wir definieren die Funktion W : (0, g) — (g—g log g, o0) durch W(z) := :c—g log z.
Zeigen Sie, dass W bijektiv ist.

(d) Wie viele Personen werden sich wihrend des Verlaufes Pandemie insgesamt infizie-
ren? Geben Sie eine explizite Formel an.
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HinweErs: Fiir Teilaufgabe (a) benotigen Sie nur (442)) und das DGL-System! Es gibt hier
auch andere Losungswege, die mehr Eigenschaften benutzen, aber diese sind oft kompli-
zierter als es sein miisste.

SINN DER UBUNG: Sicherlich ist auch hilfreich zu wissen, wie viele Personen wihrend des
gesamten Pandemieverlaufs infiziert werden. Wieder einmal purzelt diese Grofle aus dem
Integral der Bewegung heraus. Teilaufgabe (a) klart das Aussterben der Pandemie und
ist damit eine der ersten Aussagen, die wir in dieser Vorlesung iiber das asymptotische
Verhalten einer Losung, d.h. iiber das Verhalten fiir grofle Zeiten, treffen konnen. Dies
steht zurzeit aber noch auf wackeligen Beinen, denn wir konnen ja noch nicht einmal
beweisen, dass die Losung iiberhaupt fiir alle Zeiten existiert. Dies soll uns im néchsten
Kapitel bevorstehen.

| J

2.1.3 Exkurs: Basisreproduktionszahl und Herdenimmunitét

In diesem Abschnitt moéchten wir — mal mehr und mal weniger mathematisch — ein Paar
grundlegende epidemiologische Phéanomene besprechen und mit den Grundlagen der letzten
Abschnitte untersuchen.

Die Basisreproduktionszahl. Zu Anfang der Diskussion wiederholen wir mal, wie o und
£ in unserem Modell zu wéhlen waren. Es galt

§= ! (471)

durchschn. Dauer der Infektion (in Tagen)

und a = pk, wobei
p = Wahrscheinlichkeit der Ubertragung bei eintétigem Kontakt (472)

und
k = durchschn. Anzahl der Kontakte eines Infizierten an einem Tag. (473)

Anstatt eines Tages kann — wie bereits besprochen — auch eine beliebige andere Zeiteinheit
gewahlt werden. Die Groflen miissen alle als Durchschnittswerte angegeben werden. Anstatt
unserer Zielgrofie g untersuchen wir nun den Kehrwert % Wir stellen fest

% = (Ubertragungswahrscheinlichkeit) - (Dauer) - (Anzahl téigl. Kontakte). (474)

Die Aussagekraft dieser Grofle ist wie folgt: Das Produkt der letzten beiden Faktoren, also
von ‘Dauer’ und ‘tédglichen Kontakten’ beschreibt, wie viele Leute eine infizierte Person
wahrend der gesamten ‘Infektionskarriere’ hat. Multipliziert man diese Anzahl der gesamten
Kontakte mit der Ubertragungswahrscheinlichkeit so ergibt sich

Merksatz 85. Die Grofle % gibt an, wie viele Personen ein Infizierter wiahrend seiner
gesamten ‘Infektionskarriere’ ansteckt.

In der Epidemiologie ist diese Kenngroéfie von hochstem Interesse, sie wird dort Basisre-
produktionszahl genannt.
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[Notation 86. Wir nennen % die Basisreproduktionszahl und bezeichnen sie mit Ry := % ]

Ungliicklicherweise ist der Buchstabe Ry schwierig von R(0), dem Anteil der anfanglich
immunen, zu unterscheiden.

Schitzung der Basisreproduktionszahl. Wie konnen wir die Reproduktionszahl eines
Virus bestimmen? Hier gibt es mehrere Moglichkeiten: Wenn wir die gesamten virologischen
Kenngréfien (5, p, k zur Verfiigung haben, haben wir bereits eine Formel um Ry zu bestimmen.

Falls wir die Kenngréfen nicht kennen, so miissen wir probieren, Ry aus den Daten
herauszulesen. Dazu hier ein Paar Ideen aus der Epidemiologie.

Wir haben bereits gesehen, dass der Hohepunkt des Pandemiegeschehens sich ereignet,
wenn

B 1
S(t)—a—RO. (475)
So konnte man — wenn man Daten iiber einen kompletten Pandemieverlauf hat — auch die
Reproduktionszahl schétzen: Man muss sich lediglich ansehen, wie viele Personen auf einem
Hohepunkt einer Pandemie anfillig waren.

Wenn man diese Zahl der Anfilligen auch genau kennt, kann man stattdessen nicht R,

aus der maximalen Anzahl der Infizierten berechnen. Aus folgert man némlich, dass

1 1
It)=1+—\|loc— —1]. 476
e 1) =1+ (OgRO ) (476)

Problematisch ist hierbei aber, dass sich wihrend der Pandemie das Kontaktverhalten der
Bevolkerung verdndern kann, z.B. durch Mafinahmen wie Quarantdneanordnungen, Schul-
schlieBungen oder auch einfach durch individuelle Vorsicht. Dadurch kann es sein, dass es
bei einer Pandemie gar nicht so schlimm kommt, wie das Modell urspriinglich vorhersagt.
Dies konnte dazu fithren, dass R unterschéitzt wird.

Eine weitere numerische Methode ist curve fitting. Man plottet hierbei eine Approxima-
tion der Losung fiir verschiedene Parameter o, 5 > 0 und sucht sich diejenigen Werte von
a, (8 aus, die am besten zu den realen Daten passen.

Da sich der vorangegangene Abschnitt zur Bestimmung von Ry mehr mit Epidemiologie
als mit Mathematik beschéftigt, gebe ich hier eine Quelle an, die zeigt, dass tatsdchlich
alle obigen Methoden benutzt werden um Ry zu schitzen: LINK ZUR QUELLE [COBURN,
WAGNER, BLOWER (2009)]

Herdenimmunitat I. Von Ry héngt nicht nur ab, wie schlimm die Pandemie wird,
sondern auch wann und wie sie endet.

Das Abklingen der Pandemie beginnt bei t* — dort ist S(t*) = Rio. Das heift insbesondere

RO+ I(t) =1 — Rio, (&77)

also ist zum Zeitpunkt ¢* exakt ein Anteil von 1 — Rio der Bevolkerung entweder immun oder
haben eine Infektion durchgemacht oder sind derzeit infiziert. In der Epidemiologie sagt man

daher, dass sich ‘(1 — Rio) %100 Prozent’ der Bevolkerung erst infizieren oder immun werden
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muss, damit Herdenimmunitdt besteht. Ein Beispiel hierfiir: Beim SARS-CoV 2 Coronavirus
ging man am Anfang der Pandemie im Jahre 2020 zunéchst von Ry, =~ 3 aus. So wurde
also vermutet, dass sich 1 — 3 = 2 &~ 66% der Bevolkerung infizieren miissen, damit die
Pandemie unter Kontrolle gebracht werden kann. Spater mutierte das Virus — man geht
davon aus, dass die sogenannte Delta- Variante von Sars-CoV-2 eine Basisreproduktionszahl
von Ry =~ 5.5 hat. Das heif3it, dass der Herdenschutz erst eintreten wiirde, wenn 81% der
Bevolkerung infiziert oder immun wéren.

Es gibt auch eine stochastische Herangehensweise, die die Herdenimmunitéts-Schwelle
von 1— RLO auf eine andere Weise rechtfertigt. Fiir die (populdrwissenschaftlich erklirte) Idee
hierzu verweisen wir auf YOUTUBE-VIDEO “SO ENDET CORONA”.

Reaktion auf Virusmutationen. Andern sich die Parameter des Modells, z.B. durch
eine neue Virus-Variante, so muss man das die Pandemie neu starten. Das heifit: Man nimmt
den aktuellen Werte (S(t), 1(t), R(t)) als neuen Anfangswert und startet dort die DGL mit
diesen neuen Parametern. Man setzt also die Zeit auf Null zuriick und startet die Simulation
mit den neuen Parametern neu. Dies muss man z.B. auch machen, wenn sich zum Beispiel
das Kontaktverhalten der Bevolkerung dndert.

Reinfektionen und Immunitétsverlust. Bei der (gegenwértig noch laufenden) Corona-
Pandemie geht man — wie oben erwidhnt — davon aus, dass 81 % der Bevolkerung infiziert
oder immun sein muss, damit der Herdenschutz eintritt. Darauf ist aber in der Realitét kein
Verlass: Da eine Reinfektion mit dem Virus moglich ist, also der Zustand der vollstédndigen
Immunitdt (modelliert durch die Gruppe R) quasi nicht existiert, ist unser Modell ja ei-
gentlich nicht anwendbar. Wir miissen die Moglichkeit eines Immunitdtsverlustes nach einer
gewissen Zeit nach einer durchstandenen Infektion beriicksichtigen. Ein sinnvolles Modell fiir

Reinfektionen wire das Folgende:

Modellierung 87. SIR-MODELL MIT IMMUNITATSVERLUST. Wir nehmen hier an, dass
zu jedem Zeitpunkt ein gewisser Prozentsatz der Personen in Gruppe R die Immunitét
verliert. Damit gehen diese Personen von Gruppe R in Gruppe S iiber, sie sind wieder
anféllig. Die Rate mit der das geschieht konnen wir mit den gleichen Annahmen wie in
der Herleitung von beziffern (HA). Wir setzen daher

1
7= durchschn. Dauer der Immunitét

(478)

und erhalten ein neues DGL System

S'(t) = —aSE)I(t) +yR(?),
I'(t) = aS@)I(t) — BI(), (479)
R(t) = BI(t) — vR(t).

In diesem Modell steckt eine problematische Annahme: Eigentlich gibt es in Gruppe R
ja zwei Arten von Personen: Die Genesenen und die Verstorbenen. Wahrend Genesene
sich (wie im obigen Gesetz) reinfizieren kénnen sind Verstorbene (drastisch formuliert) fiir
immer immun. Sie kénnen also nicht mehr in die Gruppe S. Die Annahme, dass wir hier
mit einer konstanten Rate einen Ubergang von Gruppe R nach S haben funktioniert also
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nur, wenn wihrend der Pandemie kaum jemand verstirbt. Ein gutes Beispiel wére hier das
Herpesvirus. Hingegen ist z.B. die spanische Grippe weit von dieser Annahme entfernt.
Will man die Verstorbenen mit einbeziehen, so miisste man aber selbstversténdlich auch
mit einbeziehen, dass Menschen aus allen drei Gruppen durch andere Ereignisse sterben
kénnen und andere Menschen in die Gruppe S hineingeboren werden. Das alles sparen
wir uns an dieser Stelle.

( )

Ubung 88. Erkliren Sie wie in Sektion , wie (479) zustande kommt und warum

1
~ durchschn. Dauer der Immunitét

y (480)

wie in (478]) eine passende Wahl fiir den neuen Modellparameter - ist.

J

Dieses neue (in der Literatur ausdriicklich nichtstandard-)Modell wird schwerer zu unter-
suchen sein. Wir werden im Laufe der Vorlesung zeigen kénnen, dass das Modell sinnvoll ist,
d.h. Die DGL lasst sich stets auf [0, 00) l6sen und es gilt: Falls (5(0), 1(0), R(0)) € Z
so ist (S(t),1(t), R(t)) € Z fiir alle t € [0,00), wobei Z wie in definiert ist. Dies wird
aber auch wieder fortgeschrittene Methoden bendtigen.

Die Beschreibung der Pandemie gestaltet sich auch komplizierter: Simtliche Monotonie-
aussagen wie in Korollar [77] werden nicht verfiigbar sein. Wir erwarten auch nicht, dass die
gelten — Die Pandemie wird sich wellenartig ausbreiten.

Falls am Ende der Vorlesung Zeit ist, werden wir auch sehen, ob die Pandemie in diesem
Modell auch ausstirbt, oder ob sie ewig weitergeht. Dies kann — und wird — von den
Parametern «, 3, abhéngen.

Herdenimmunitét II. Wir verlieren zum Schluss noch ein Wort zum Ende der Pan-
demie. Hier betrachten wir wieder das urspriingliche Modell ohne Immunitétsverlust. Was
passiert, nachdem die Bevolkerung die Herdenimmunitét erreicht? Wir werden nun zeigen,
dass ab dem Zeitpunkt t* ein exponentieller Zerfall der Pandemie beginnt.

s N

Satz 89. HERDENIMMUNITAT. Es sei y € C'(I;R?) (I D [0,00)) eine STR-Pandemie mit
y(0) € Z und S(0) > 2. Ferner definieren wir wie in Notation @ (p. Ry := §. Es sei
t* wie in Satz (p. der Hohepunkt der Pandemie und 7" > t* beliebig. Dann gilt
S(T) — RLO < 0 und

1(t) < I(T)e* D7)yt ¢ (7, 00). (481)
Insbesondere gilt
tlim t"I(t)=0 VmeN, (482)
—00

d.h. I(t) strebt schneller gegen Null als jedes Polynom.

" J
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Beweis. Sei T > t* wie in der Aussage des Satzes gegeben. Dass S(T) — & < 0 liegt

Ro
daran, dass S(t*) = Rio und S streng monoton fallend ist. Wir zeigen nun (481). Es sei
nun ¢t € [T,00). Dann gilt mit der Monotonieaussage von Korollar [77] (p. [77))
1O g, @S0 = A1) < @S0 - 1) =a () - 2) 1), (a3
Wir konnen nun verwenden, dass g = Rio. Dividieren wir durch I(t) so folgt
I'(t) 1
< S(T) — = vVt >T. 484
<o (sm-5) e =

Mit der Kettenregel (riickwiirts gelesen) folgern wir

%log It) <« (S(T) — Rio) vVt >T. (485)

Wir folgern mit der Monotonie des Integrals fiir alle ¢ > T

log I(t) — log I(T) = /T t % log I(s) ds < /T " (S(T) - Rio) ds  (486)
—a (S(T) _ Rio) (T — ). (487)

Umgestellt bedeutet das
log I(t) < log I(T) + a (S(T) _ Rio) (T — ). (488)

Wir wenden nun die Exponentialfunktion exp(z) = e* auf beiden Seiten an. Da diese
Funktion monoton wachsend ist schlielen wir

I(t) < exp (log [(T) +a (S(T) _ i) (T — t)> (489)
— elog I(T)€a<S(T)*%O>(T*t). (490)

b b

Hierbei haben wir dass Exponentialgesetz e*T® = e%" verwendet. Es ergibt sich nun

1

I(t) < [(T)e”(5D=75) =0, (491)

Daraus folgt (481)). Nun zu (482). Hierfiir wiederholen wir zunéchst aus der Analysis (HA),
dass fiir alle § > 0 gilt
lim t™e ™% = 0 (492)

t—o00
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Mit § == —« (S(T) — Rio) > 0 folgern wir nun, dass lim,_,. t"e "% = 0 und daher gilt

0 < mI(t) < [(T)e BT =5)Tme=0t o (1 5 00). (493)

Die Behauptung folgt aus dem ‘Sandwichlemma’ fiir Grenzwerte.

(. J

3 Existenz, Eindeutigkeit, Globalitit

In Kapitel 2 konnten wir ein Pandemiemodell ausfiihrlich studieren. Allerdings immer nur
unter einer Annahme: Wir haben angenommen, dass wir eine Losung in einer offenen Ober-
menge von [0, 00) finden. Wiirden wir diese nicht finden, so wére das Modell nicht sinnvoll
— denn warum sollte eine Pandemie irgendwann aufhéren, beschreibbar zu sein?

Aus solchen Griinden miissen wir uns der Frage nach Existenz, Eindeutigkeit und Globa-
litdt von Losungen widmen. Kénnen wir aus der Differentialgleichung ablesen, ob Losungen
fiir immer existieren?

3.1 Der Satz von Picard-Lindelof

Wir mochten hier in diesem Kapitel den Satz von Picard-Lindelof zeigen. Wie mehrfach
angekiindigt geht es darum, Anfangswertprobleme der Form

{y’(t) = f(t.y(t)) (tel) (494)

y(to) = Yo

unter gewissen Vorraussetzungen an [ und f : I x G — R" auf Existenz und Eindeutigkeit
zu untersuchen. Wir erinnern uns daran, dass I = (a,b) stets offen ist und G C R" ein
Teilgebiet ist.

Man beachte an dieser Stelle, dass wir jedoch im Allgemeinen nicht einfach ohne Weiteres
I = R wéhlen sollten. Wir haben ja schon Beispiele gesehen (siehe Beispiel 5] (p. , wo mit
einer globalen Losung auf R nicht zu rechnen ist).

Der Beweis wird sich iiber die nidchsten paar Abschnitte hinziehen, hier soll zunédchst die
Formulierung diskutiert werden. Zuallererst definieren wir die essentielle Bedingung, die wir
an die Funktion f stellen miissen, damit eindeutige Losungen existieren.

Definition 89. GLOBALE LIPSCHITZ-BEDINGUNG. Eine Funktion f € C°(I x R™;R")
erfiillt eine globale Lipschitz-Bedingung auf I falls es ein L > 0 gibt mit

[f(Ey) = f(tw2)| < Llyy — go|  VE€ T VY, y2 € R (495)

Falls diese Bedingung an f erfiillt ist, so kénnen wir von Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung ausgehen. Das jedenfalls besagt der folgende Satz, der eine erste Version unseres
Existenz -und Eindeutigkeitsresultates ist. Wir werden spéater noch andere Versionen dieses
Satzes kennenlernen, die leicht veranderte Sachverhalte untersuchen.
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Satz 90. SATZ VON PICARD-LINDELOF, GLOBALE VERSION. Es sei I C R ein offenes
Intervall und f € C°(I x R™; R") erfiille eine globale Lipschitz-Bedingung auf I. Dann hat
fiir alle tg € I und yo € R" das Anfangswertproblem

{y’(t) = ftyt) (el (496)

y(to) = o

eine eindeutige Losung.

" J

'd )

Beweis. Spéter.

|\ J

Man beachte, dass wir dieses Resultat tatsédchlich nur fiir G = R"™ formulieren und beweisen
konnen. Sind kleinere Gebiete erlaubt, so kann nicht mit einer Losung auf ganz I rechnen.
Als (pathologisches) Beispiel

( )

Ubung 91. UNABDINGBARKEIT DER VORRAUSSETZUNG ‘G = R™ FUR DEN GLOBALEN
SATZ VON PICARD-LINDELOF.
Sei G =(0,1) CR' und f: R x (0,1) — R gegeben durch

flt,2) =2z (t,2) eRxQG. (497)

Zeigen Sie, dass das AWP

{y’(t) = fty(®) (teR) (498)

keine Losung auf I = R besitzt. Besitzt das AWP auf einer offenen Teilmenge von I eine
eindeutige Losung?

SINN DER UBUNG. Man sieht: Schrinkt man sein Definitionsgebiet G zu stark ein, so
kann man auch nicht mit einer globalen Losung rechnen. Die Einschrankung G = (0, 1) ist
hier natiirlich kiinstlich, weil man dieselbe Funktion ja auch auf einem gréfleren Gebiet,
niamlich auf G = R definieren konnte. Nichtsdestotrotz sieht man, dass man sich fiir
allgemeine Gebiete G womoglich nur mit einer Losung auf einem Teilintervall abfinden
sollte.

| J

Trotz dieses Mankos: Viele Falle konnen wir bereits mit dieser ersten Version des Satzes
von Picard-Lindeldf 16sen, unter Anderem auch das Fadenpendel.

( )

Ubung 92. GLOBALITAT DES FADENPENDELS. Zeigen Sie, dass fiir alle ¢y, ag € R die
Gleichung

@"(t) = —w?sin(p(t)) (t € R)
©(0) = o (499)
¢'(0) = o
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eine globale Losung ¢ € C?(R;R) besitzt.

SINN DER UBUNG. Man sieht hier, dass der Satz von Picard-Lindelsf nicht nur fiir Glei-
chungen erster Ordnung, sondern auch fiir Gleichungen héherer Ordnung angewendet
werden kann. Die wichtigen Ideen um Differentialgleichungen héherer Ordnung auf DGLs
erster Ordnung zuriickzufithren haben wir ja bereits geklért.

| J

Ohne Lipschitz-Bedingung verlieren wir sofort die Eindeutigkeit, wie wir in Beispiel [4] (p.
eindrucksvoll gesehen haben.

Vielleicht lasst sich die Lipschitz-Bedingung aber doch an manchen Stellen etwas ab-
schwichen. Wir haben bereits erfolgreich Anfangswertprobleme studiert, bei denen die Lip-
schitzbedingung nicht erfiillt ist. Man erinnere sich an Beispiel [5| (p. , wo wir das

AWP
Yt =y} (teR)
{y<o> — 4 (500)

studiert haben. Auch hier waren wir — trotz fehlender Lipschitzstetigkeit von f(t,z) = 22

— in der Lage, Losungen des AWP zu finden. Damals mussten wir uns dann nur damit
abfinden, dass die Losungen vielleicht nicht auf ganz R definiert sind.

In anderen Fiéllen ist es uns aber auch ohne globale Lipschitz-Bedingung gelungen, die
DGL global zu 16sen. Wir erinnern uns hier an die Ubung (p. 13)) mit

y' () =yt)(1—y(t) @eR)
{y(o) =yo € (0,1). (501)

Fiir solche Angelegenheiten brauchen wir auch ein Existenz -und Eindeutigkeitsresultat unter
schwécheren Voraussetzungen. Hierbei kommt die folgende Bedingung ins Spiel:

e N

Definition 93. LOKALE LIPSCHITZ-BEDINGUNG. Wir sagen eine Funktion f € C°(I x
G;R™) erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung falls es zu jedem (tg,y0) € I X G ein € > 0
sowie ein 7 > 0 und ein L > 0 gibt mit ({y — €,tg + €) C I sowie B,(yp) C G und

[f (1) = F(ty2)l < Llys —wo| - Vi€ (to = €,t0+€) Vyr, 42 € Br(vo)- (502)

. J

Man beachte: €, 7 und L diirfen in dieser Definition stets von (o, yo) abhéngen. Wir schreiben
daher auch zukiinftig €(to,vo), 7(to,%0) und L(to,yo). Die lokale Lipschitz-Bedingung sagt
nichts anderes, als dass jeder Punkt (tg,v0) € I X G eine kleine Umgebung besitzt, auf
der eine Lipschitz-Abschétzung gilt. Mit dieser Bedingung kénnen wir nun folgenden Satz
formulieren

Satz 94. SATZ VON PICARD-LINDELOF, LOKALE VERSION. Es geniige f € C°(I x G;R")
einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es zu jedem (g, y0) € I X G ein eindeutiges
offenes Intervall I,4; = Imaz(to,%0) C I mit tg € I, und eine eindeutige Funktion
Ymaz € C(Lnae; G) mit folgenden Eigenschaften:
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e (Eindeutige Losbarkeit) Das Anfangswertproblem

{wwzf@mm (t € Inag)

y(to) = v (503)

wird durch ¥ = Y4, gelost.

e (Maximalitét) Falls J C I ein offenes Intervall mit ¢, € J ist, sodass das AWP

{zw:fwam (teJ)

+(to) = 1o (504)

eine Losung 2z € CY(J; G) besitzt, dann gilt J C I und 2(t) = ymae(t) fiir alle

teJ.
Beweis. Spiter.

Definition 95. MAXIMALE LOSUNG. Die eindeutige Losung 4mae € C'(Inae; R™) aus
dem vorigen Satz nennen wir die mazimale Losung des Anfangswertproblems

{ywzfmmm

y(to) = Yo

. J

(505)

Zusammengefasst: Falls f lokal Lipschitz ist, so existiert zu jedem Anfangswertproblem
eine eindeutige maximale Losung. “Maximal” ist hierbei in folgendem Sinne gemeint: Jede
weitere Losung ist eine Einschrankung der maximalen Losung auf ein Teilintervall.

Dieser Satz ist mehr als zufriedenstellend. Wir finden zu jedem gegebenen Anfangswert-
problem stets eine bestmdgliche Losung Ymaee € C(Inae; G). Jedoch gibt es noch ein Problem.
Nehmen wir mal an, wir haben irgendeine Losung einer DGL gefunden. Wie kénnen wir dann
sicherstellen, ob die gefundene Losung tatsidchlich die maximale Losung ist?

Mit anderen Worten fragen wir uns: Was muss schiefgehen, damit eine Lésung sich nicht
weiter vergroflern léasst?

Der néchste Satz zeigt, dass an einem festen Randpunkt des maximalen Existenzinter-
valles I,,,. C I nur drei Phianomene auftreten konnen

(i) (sog. Escape-Situation) Die Losung erreicht den Rand des Definitionsbereiches G. Das
bedeutet dist(y(t),R™\ G) — 0, wenn ¢ gegen den Randpunkt von I,,,,, strebt. Falls
G = R" so kann dieses Phéanomen nicht auftreten.

(ii) (sog. Blow-Up-Situation) Die Losung explodiert, d.h. |y(t)] — oo, wenn ¢ gegen den
Randpunkt von I,,,, strebt.

(iii) (rechts/links-Globalitit) Der Randpunkt von I, ist ein Randpunkt von I. Dies nennen
wir dann eine globale Losung, weil die Losung gréfftmoglich ist. Genauer: Wird der linke
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Randpunkt von I erreicht, so nennen wir die Losung linksglobal und wird der rechte
Randpunkt erreicht, so nennen wir die Losung rechtsglobal. Eine Losung heifit dann
global, falls sie linksglobal und rechtsglobal ist.

Dass nur diese drei Fille auftreten konnen, wird in folgendem Kriterium fiir die Maxi-
malitdt formuliert.

Satz 96. MAXIMALITATSKRITERIUM. Es seien I = (a,b), —o0 < a < b < o0, und
(to,y0) € I x G. Ferner erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitz-Bedingung und es
sei J = (t_,t,) C I. Esseiye CYJ;G) eine Losung von
"t) = f(t,y(t teJ
y(to) = o
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
L. J= Il und Y = Ymaz-
2. Es gilt t. = b oder
1
lim inf min < dist(y(¢), R" \ G), ————— p = 0. 507
myint i {dist (0, \ 6), o | (507)
Ferner gilt t_ = a oder
lim inf mi {d' Hy(t), R\ G), —— } 0 (508)
im inf min < dist(y(t), , ————— ¢ = 0.
- ly(®)| +1
Hierbei verwenden wir fiir den Fall G = R™ die Konvention dist(z, ) = oo fiir alle z € R".

. J

Wir halten noch einmal fest: Ist G = R™, so kann die Bedingung (507)) vereinfacht werden.
Da dist(y(t), R™\ G) = oo fiir alle t € I,,,4, = (t_, ¢, ) erhélt man (sofern ¢, < b)

1
B o)

oder, dquivalent (HA),
lim sup |y(t)| = oo. (510)

t—t g

[ Beweis. Spiter. ]

Dieser Satz kann auch dabei helfen, die Globalitit von Losungen zu zeigen. Wir nennen
— wie vorher angekiindigt — in diesem Kontext eine maximale Losung global, falls I,,,., = I,
d.h. sie existiert auf dem gesamten Intervall, auf dem die DGL aufgestellt worden ist. Kénnen
wir nun etwa das Phanomen in (507)) ausschlieBen, so ist sup(/a,) = t+ = b = sup(l). Wir
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werden spéter Mittel und Wege kennenlernen, um nur anhand der Gleichung das Phinomen
in auszuschlieffen. Ein wichtiges Mittel hierbei ist, das Wachstum von Losungen zu
verstehen. Dies geschieht zumeist mit dem Lemma von Gronwall, welches wir detailliert
besprechen werden.

Am Ende des Kapitels wollen wir die stetige Abhdngigkeit vom Anfangswert diskutieren.
Das heifit wir zeigen, dass sich die Losung (zumindest kurzzeitig) nicht viel verdndert, wenn
wir den Anfangswert nur wenig édndern.

Nun haben wir bereits die Agenda fiir dieses Kapitel festgelegt. Wir miissen die obigen
Séatze beweisen. Bevor wir allerdings zur Tat schreiten kénnen sollten wir eine Sache diskutie-
ren: Alles fult auf der (lokalen) Lipschitz-Bedingung, siehe Definition 93] (p. [01]). Es wére also
schon gut zu wissen, ob es iiberhaupt Funktionen gibt, die diese Bedingung erfiillen! Zum
Abschluss dieses Abschnittes sehen wir daher, wie man einer groflien Klasse von Funktionen
sofort ansehen kann, dass die die lokale Lipschitz-Bedingung erfiillen.

Proposition 97. DIFFERENZIERBARKEIT UND LIPSCHITZBEDINGUNG. Es sei f € C°(Ix
G;R") so, dass fiir alle t € I die Abbildung f; : G — R™, fi(z) := f(t,z) auf G diffe-
renzierbar ist. Ferner sei die Abbildung (¢, z) — D, fi(2) € R™™ auf I x G stetig. Dann
erfiillt f eine lokale Lipschitz-Bedingung.

In Kurznotation beteichnet man fiir festes ¢t € I die Funktion f; auch oft mit f(¢,) : G — R™.
Das (+) stellt man sich dann als Platzhalter vor, in den etwas eingesetzt werden kann. Man
fordert also hier, dass fiir alle ¢ € I die Funktion f(¢,-) : G — R" auf G differenzierbar sein
soll und die Abbildung (¢, 2) — D, f(t, z) stetig auf I x G ist.

e N

Beweis. Es sei (to,y0) € I x G. Wahle nun € > 0 mit [tp — €,tg +¢] C [ und r > 0

mit B,(yo) C G. Da [ty — €,tg + €] x B,(yo) C I x G kompakt ist und z — D, f(t,2) =

-----

L:= max max 0., fi(t, 2)| < oo. (511)
LI=Llen (1,2)€[to—e,to+€] X Br (y0)

Wir behaupten nun, dass fiir alle t € [tg — €,tg + €] und alle 21, 29 € B,.(yo) gilt, dass
[t 21) = f(t,22)| < nL|z — 2. (512)

Seien dazu t € [ty — €,to + €], 21,20 € B.(yo) wie oben fest gew#hlt. Definiere fiir i €
{1,..,n} und X € [0, 1]
hz()\> = f1<t, 2o + )\(21 — 22)). (513)

Man beachte: Da B, (y) eine konvexe Menge ist, gilt zo + (21 — 22) € B,(yo) fiir alle
A € [0, 1]. Ferner ist h; wegen der Kettenregel und der Differenzierbarkeitsvorraussetzung
an f auf (0, 1) stetig differenzierbar. Desweiteren gilt h;(1) = f;(¢, z1) und h;(0) = f;(¢, z2).
Wir erhalten nun mit dem Hauptsatz der Differential -und Integralrechnung und der
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Kettenregel der mehrdimensionalen Differenzierens

| fi(t, 21) — fi(t, z2)| = [hi(1) — Ri(0)] =

/01 hi(A) d)\‘ (514)

1
= | [ Dtttz + A= ) - ) (515)
0
1
= / (grad, fi(t, zo + (21 — 22)), 21 — 22) d)\‘ (516)
0
1
< / [(grad, fi(t, z2 + (21 — 22)), 21 — 22)| dA (517)
0
1
< / lgrad, fi(z1 + AM(2z2 — 21))] |21 — 22| dA (518)
Cc.SU Jo
1
< / larad, fi(z1 + A(z — 210))] dX |21 — 7). (519)
0

Hierbei steht grad, f;(t,z) fir den Gradienten der Funktion f;(¢,-) fur fixiertes t. Die
Abkiirzung C.S.U. meint hier die ‘Cauchy-Schwarz-Ungleichung’. Nun berechnen wir

n

lgrad, fi(z1 + Az — 21))| = | Y _(0:, fi(z1 + Mz2 — 21)))? < VnL? = v/nL.  (520)

j=1
Daher gilt fiir alle i € {1,...,n}
|fi(t, 21) = filt, )| < V/nLlz — 2. (521)
Wir berechnen nun
[t 20) = [t z2)] < ([ D 1filt, 1) = filt 22)2 (522)
i=1
< \/n(\/ﬁmzl — 2|?) < nl|z — 2. (523)

Damit ist (512)) gezeigt. Wir haben also eine Lipschitz- Abschétzung mit Lipschitzkonstan-
te L(to, yo) := nL erreicht.

J

Viele Differentialgleichungen sind nicht explizit zeitabhingig, d.h. ¢/(t) = f(y(t)) fiir ein
f € C°G@). Der obige Satz zeigt, dass in dem Fall f € C'(G) ein hinreichendes Kriterium
fiir die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung ist. Es ist insgesamt erfreulich, dass
man fiir die Konstruktion von Lésungen also nur eine Differenzierbarkeitsvoraussetzung an
f stellen muss.

|

Ubung 98. LOKALE UND GLOBALE LIPSCHITZ-BEDINGUNG. l
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(a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion f € C°(I x R™;R"), die eine lokale Lip-
schitzbedingung erfiillt, jedoch nicht einer globalen Lipschitzbedingung geniigt.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine beschinkte(!) Funktion f € C°(R x R™;R"), die eine
lokale Lipschitzbedingung erfiillt, jedoch nicht einer globalen Lipschitzbedingung
genugt.

SINN DER UBUNG. Wie wir hier sehen erfiillt (dankenswerterweise) eine wirklich grofie
Klasse von Funktionen eine lokale Lipschitz-Bedingung. Dies ist erfreulich, da wir mit
den obigen Satzen also eine wirklich grofle Klasse von Differentialgleichungen studieren

konnen. Unser Beispiel
{y'<t> =2y (t€R) (524)
y(0) =0

ist allerdings noch nicht abgehandelt — die Funktion f(¢,z) := 24/|z| erfiillt auf R x R
nicht einmal eine lokale Lipschitz-Bedingung! Dies kann man zum Beispiel so sehen: Wenn
sie eine erfiillen wiirde, so hiatte das AWP eine eindeutige maximale Losung — Hat
es aber nicht! (siehe Beispiel [4] (p. [4])).

Ubung 99. EXISTENZ EINER SIR-PANDEMIE. Es sei wie in (@10)
7 ={(s,i,r) € (0,1)* : s +i+r =1} (525)

Zeigen Sie: Fiir alle yy € Z existiert eine SIR-Pandemie y € C'(I;R3) fiir I D [0, 00) mit
y(0) = yo. [Hierbei ist der Begriff einer SIR-Pandemie im Sinne von Definition |73 (p.
zu verstehen.]

HinweEis. Es sind zwei Dinge zu zeigen: Existenz einer maximalen Losung fiir die Pan-
demiegleichung mit Anfangswert yo und die Rechtsglobalitdt der Losung, damit
I D [0,00) sichergestellt ist. Fiir die Existenz ist nur eine lokale Lipschitz-Bedingung
nachzupriifen, siehe (p. [93). Fiir die Rechtsglobalitit muss in Satz (p. die
Escape-Situation und die Blow-Up-Situation ausgeschlossen werden. Erinnern sie sich
hierfiir zuriick an Satz [76] (p. [74).

SINN DER UBUNG. Endlich wissen wir, dass die Gleichung die wir in Kapitel 2 studiert
haben, auch wirklich eine Losung besitzt, die sich in einem physikalisch sinnvollen Bereich
bewegt.

~

Ubung 100. GLOBALITAT DANK ENERGIEERHALTUNG. Gegeben sei das Anfangswert-
problem

y'(t) = -VU(y(t)) (teR)
y(O) =%
y'(0) =
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fiir ein U € C?(R™;R) und yo, y; € R™. Zeigen Sie: Falls

lim U(x) = oo (526)

|z|—o00

so existert eine eindeutige globale Losung y € C*(R; R").

HINWEIS. Verwenden Sie die Energieerhaltung um die Blow-Up-Situation auszuschlieflen.
SINN DER UBUNG. Dies zeigt, dass sehr viele physikalische Phinomene eine globale
Losung haben! Die Bedingung ist fiir die meisten physikalischen Systeme erfiillt.
Der Grund hierfiir ist die Energieerhaltung. Dies zeigt noch einmal, was fiir ein wichtiges
Konzept die Energieerhaltung doch ist.

| J

3.1.1 Das assoziierte Fixpunktproblem

Es sei fiir diesen Abschnitt f € C°(I x R™";R"). Fiir den Beweis werden wir das Anfangs-
wertproblem

"(t) = f(t,y(t tel
y(to) = yo
dquivalent mit einer Integralgleichung formulieren, ndmlich durch
t
vt) =+ [ fe(s)ds e (528)
to

Falls n > 1, so ist das Integral in der obigen Gleichung komponentenweise zu verstehen. Diese
Integralgleichung erhalten wir leicht aus (527)), indem wir in (527)) von ¢y bis ¢ integrieren.

Nun definieren wir fiir t € [
t
T =+ [ fs.u(5) ds (529)
to

Die Integralgleichung (528) wird dadurch zu der Gleichung
y(t) = (Ty)(t) vtel (530)

beziehungsweise — kurz geschrieben —
y="Ty. (531)

Diese Gleichung sieht nun aus wie eine Fixpunktgleichung, die man etwa aus den Analysis
Grundlagenvorlesungen kennt. Bei einem Fizpunktproblem 16st man Gleichungen der Form
Tx = x, wobei T' : X — X eine Abbildung auf einem metrischen Raum (X,d) ist. Das
grofite Problem ist oft, den richtigen metrischen Raum X zu finden, sodass das Problem eine
Losung besitzt. An dieser Stelle haben wir noch gar nicht besprochen, welchen Raum X wir
hier zugrunde legen wollen. Das soll sich erst im Laufe der Zeit ergeben.

Wir werden uns den metrischen Raum X gut iiberlegen miissen, denn der Banach’sche
Fizpunktsatz, den wir benutzen, um den Fixpunkt zu konstruieren bendétigt hier einige Vor-
raussetzungen. Zur Wiederholung:

97



s N

Satz 101. BANACH'SCHER FIXPUNKTSATZ. Es sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer
Raum und 7' : X — X eine strikte Kontraktionsabbildung, d.h. es gibt ein ¢ € [0,1)
sodass d(Tz, Ty) < qd(z,y) fiir alle x,y € X. Dann hat T' genau einen Fixpunkt, d.h. es
gibt genau ein z, € X mit Tx, = x,.

" J

N

Beweis. Siehe Analysis-Grundlagenvorlesung (HA). Vielleicht ein kurzes Wort zur Be-
weisstrategie: Man gibt sich xy € X beliebig vor und betrachtet die rekursiv definierte
Folge

Tpr1 =Tz, (neNy). (532)

Sprich: Man iteriert T'. Man zeigt dann, dass diese Folge gegen einen Fixpunkt konvergiert.

|\ J

Der Beweis ist damit in drei Zutaten unterteilt

1. Aquivalente Integralgleichung (528).
2. Fixpunktformulierung (531)).

3. Banach’scher Fixpunktsatz.

Im Folgenden besprechen wir diese Zutaten im Detail, sodass wir sie am Ende nur noch
zusammenwerfen miissen.

Zu Zutat 3, “Banach’scher Fixpunktsatz”.

Wir benutzen sogar eine Verschirfung des Banach’schen Fixpunktsatzes — es reicht nadmlich
als Voraussetzung aus, wenn eine beliebige Potenz von T eine strikte Kontraktionsbbildung
ist. Mit einer Potenz von T" meinen wir eine Abbildung der Form

TF:=ToTo..oT (533)
S———’

k—mal

fiir ein £ € N.

N

Satz 102. BANACH'SCHER FIXPUNKTSATZ — VERSCHARFUNG. Es sei (X, d) ein voll-
stdndiger metrischer Raum und 7' : X — X eine Abbildung mit folgender Eigenschaft:
Es gibt ein ny € N sodass 7™ eine strikte Kontraktionsabbildung ist (siehe Satz , p.
. Dann hat T genau einen Fixpunkt, d.h. es gibt genau ein z, € X mit Tz, = x,.

" J

~N

Beweis. Schritt 1: Existenz des Fixpunktes. Da T eine strikte Kontraktionsabbil-
dung ist, gibt es nach dem Banach’schen Fixpunktsatz ein eindeutiges z € X mit

TF = 7. (534)

Wir behaupten nun, dass sogar Tr = . Dazu werden wir Folgendes zeigen: Sowohl z als
auch Tr sind Fixpunkte von T™. Aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes von T wird
dann eben Tz = x folgen.

Nun wissen wir bereits aus , dass T ein Fixpunkt von 7" ist. Dass auch T7 ein
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Fixpunkt von 7™ ist, ergibt sich aus der Rechnung

T(T7) =Tz =T(T™7) = T7. (535)

(534])

Damit folgern wir auch, dass 77 ein Fixpunkt von 770 ist und sehen (wie oben angespro-
chen) Tz = .

Schritt 2: Eindeutigkeit des Fixpunktes Es seien z,y € X zwei Fixpunkte von T,
d.h. Tx = x und Ty = y. Dann gilt auch

Ty =T Y Tz)=T" "2 =.. =Tz =x (536)

und analog
Ty = . (537)

Insbesondere sind z und y beides Fixpunkte von 7. Da T™ jedoch nur genau einen
Fixpunkt haben kann, folgt =z = y.

J

Nun ist das fundamentale Werkzeug — nédmlich der Banach’sche Fixpunktsatz — vollends

diskutiert, aber es bleibt immer noch die Wahl des Raumes X. Um zu verstehen, auf wel-
chem Raum die Abbildung T aus wirklich operiert miissen wir genau verstehen, wie
die Aquivalenz von dem Anfangswertproblem und der Integralgleichung wirklich zu
verstehen ist. Hierzu widmen wir uns zunéchst der Integralgleichung.

Zu Zutat 1, “Aquivalente Integralgleichung”.

~

Proposition 103. Es sei I C R und f € C%I x R™;R"). Sei dazu y € C°(I; R") (nur
stetig!). Dann sind folgende Aussagen dquivalent

1. y € CYI;R") und y 16st das AWP

V(O = fty®) (te) 59
y(to) = yo.
2. y € C°(I;R") erfiillt die Integralgleichung
£ = yo+ / fls,y(s) ds Viel. (539)

Addiert man auf beiden Seiten yq, so folgt die Behauptung.

Beweis. Schritt 1: “1. = 2.” Es sei y € C'(I;R") so, dass (538) erfiillt ist. Dann gilt
nach dem Hauptsatz der Differential -und Integralrechnung

(238)

y(t) — 0 = y(t) — ylto) = / )ds = / F(s,y(s)) ds. (540)
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Schritt 2: “2. = 1.” Es sei y € C°(I;R") so, dass

v =+ [ Flsy(s) ds el (541)

Wir miissen zeigen, dass y eine Losung des AWP ist. Damit das iiberhaupt denkbar ist,
muss zuerst gezeigt werden, dass y € C*(I;R") (denn andernfalls kénnte man y iiberhaupt
nicht differenzieren). Hierzu erinnern wir uns an folgende Aussage aus dem Hauptsatz der
Differential -und Integralrechnung: Ist g € CY(I; R"™) und ¢, € I beliebig, so ist

G(t) = /ttg(s) ds (542)

differenzierbar mit G’ = ¢. Da ¢ als stetig vorausgesetzt war, gilt sogar, dass G stetig
differenzierbar ist, d.h. in C*(I; R™) liegt. Wir wollen nun die Aussage auf g(s) := f(s,y(s))
anwenden. Dazu muss gezeigt werden, dass diese Wahl von g stetig auf I ist. Da f stetig
auf [ x R" ist und nach Voraussetzung die Abbildung s — (s,y(s)) von I nach I x R"
stetig ist, ist ¢ tatséchlich als Verkettung stetiger Abbildungen stetig. Wir erhalten daher
aus der vorigen Uberlegung, dass G : I — R™ definiert durch

G(t) ::/t f(s,y(s))ds (tel) (543)

stetig differenzierbar ist mit G'(t) = f(¢,y(¢)) fir alle t € I. Aus (541]) folgt, dass y(t) =
yo + G(t) fiir alle ¢ € I. Damit ist auch y stetig differenzierbar auf I mit

J(H) = G'(t) = f(ty(t) Viel. (544)
AuBerdem gilt nach
y(to) = o + / " £(s,9(s)) ds = yo. (545)

Mit den vorigen beiden Gleichungen erhalten wir, dass das Anfangswertproblem (538))
erfiillt ist.

J

Eine wichtige Erkenntnis aus dieser Proposition: Jede stetige Losung der Integralglei-
chung ist automatisch stetig differenzierbar. Das heifit insbesondere, dass wir das gesamte

Problem in einem Raum von stetigen Funktionen formulieren kénnen.
Zu Zutat 2, “Fixpunktformulierung”.

Die Abbildungsvorschrift fiir die Abbildung 7', die wir studieren méchten, haben wir be-
reits in ((529) gesehen. Wir miissen aber noch einen vollstandigen(!) metrischen Raum finden,
auf dem die Abbildung definiert ist, sonst ist der Banach’sche Fixpunktsatz nicht anwendbar.

Das Finden des richtigen Raumes ist in der Analysis oft ein sehr delikates Problem.
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Definition 104. DER RAuM CP(I;R"). Es sei I C R" offen. Wir definieren Menge

CO(IR") = {f € COIR") : sup | f()] < oo} (546)

zel

und die Abbildung du, : C(I;R™) x C(I;R™) — [0, 00) durch

dos(f,9) = Sup |f(z) — g(x)]. (547)

. J

An dieser Stelle miisste man eigentlich noch anmerken, dass d(f, g) wohldefiniert ist, d.h.
doo(f, g) < oo fiir alle f, g € CY(I;R™). Dies siht man aber sofort mit der Beobachtung, dass
(HA)

sup |f(z) = g(2)] < leéfl)(|f($)| +lg()]) < Sup ()] + sup l9(x)]. (548)

Proposition 105. Das Paar (CY(I;R"),d,) definiert einen vollstindigen metrischen
Raum.

(. J

Beweis. Schritt 1. CY(I;R") ist ein metrischer Raum. Die Symmetrie und die positive
Definitheit von d., ist den Lesenden als Ubungsaufgabe iiberlassen. Zur Dreiecksunglei-
chung es seien f,g,h € C°(I;R").

%, doo(f h) < dos(f,9) + do(g, h). (549)
Dazu sei nun x € I. Dann gilt
[f (@) = h(x)] = |(f () — g(x)) + (9(z) — h(x))| < |f(x) = g(x)] + |g(x) — h(z)|. (550)

Nun konnen wir abschitzen

[f(2) = g(2)] < doo(f,9),  l9(x) = h(2)] < du(g, h), (551)

da dy ja stets das Supremum der betragsmifigen Differenzen ist. Wir folgern
|f(@) = h(@)] < do(f, 9) + dec(g,h) Vr €L (552)

Nehmen wir das Supremum iiber alle x € I, so erhalten wir

doo(fih) < doo(f, 9) + dso(g, h). (553)

Schritt 2: Nun zur Vollsténdigkeit. Es sei (f;)32, € CJ(I;R") eine Cauchy-Folge, d.h.
fir alle € > 0 gibt es ein ng(e) € N mit der Eigenschaft, dass do(f;, fr) < € fiir alle
j»m > ng(e). Wir miissen zeigen, dass (f;)32, konvergiert, d.h. es gibt f € C}(/;R") mit
doo(fj, f) = 0 fiir j — oo.

Schritt 2.1. Zeige: Fiir jedes z € [ ist (f;(x))52; C R" eine konvergente Folge in R". Dazu
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fixieren wir € I. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wihle ng(e) € N so, dass doo(f;, fin) < €
fiir alle m, j > ng(e). Nun gilt

i (@) = fm ()| % oo (5, fn) < € Vj,m = mg(e) (554)

Da € > 0 beliebig war, folgt, dass (f;(z))32; C R" eine Cauchy-Folge in R™ definiert. Da
R™ vollstéindig ist, konvergiert (f;(z))52, gegen einen Grenzwert in R™. Wir haben also

die Zwischenbehauptung in Schritt 2.1 gezeigt. Fiir den weiteren Verlauf des Beweises
definieren wir die Abbildung f : I — R"™ durch

f(z) = lim f;(z), (555)
J]—00

die punktweise Grenzfunktion von (f;)32,.
Schritt 2.2. Zeige f € CP(I;R"), d.h. f ist stetig und beschriinkt. Zur Stetigkeit: Wir
wissen aus der Analysis, dass der gleichméflige Grenzwert stetiger Funktionen wieder eine
stetige Funktion ist. Wir zeigen daher, dass (f;)32; auf I gleichmiBig gegen f konvergiert.
Dazu sei € > 0. Dann gibt es wiederum ng(e) € N mit doo(f;, fin) < € fiir alle j,m > ng(e).
Fiir j > ng(e) und z € I gilt dann

[fi(x) = flo)l = Tim fi(z) = fr()| < Timdeo(fj, fm) <€ (556)
m—o00,m>ng(€) m—00,m>ng(€)
Da x € I beliebig war, folgt
sup|f;(z) = f(@)] < € V) 2 no(e), (557)
Te

was die gleichméafige Konvergenz impliziert. Die Stetigkeit folgt. Zur Beschranktheit: Aus
der vorigen Uberlegung sehen wir: Es gibt N := ng(1) € N mit doo(f;, fm) < 1 fiir alle
j,m > N. Aus folgt dann auch

sup,es | fi(x) — f(x)] < 1 fiir alle j > N. Damit folgert man

sup | f ()] = sup [ f(z) — fn(2) + fn(@)] <sup(|f(2) = fn(2)] + | fv(2)])

xzel zel zel
< sup(|f(w) = f(@)] + sup [ fv (v)])
x€ ye

<sup|f(z) — fn(z)| +sup|fn(y)]

zel yel
< l+sup|fa(y)] < oo,
,N:no(l) yel
wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass fx € CP(I;R™).

Schritt 2.3. d(f;, f) — 0 fiir j — oo. Dies folgt bereits direkt aus (557)), denn fiir € > 0
gilt

doo(fj: f) =sup | fj(x) — f(z)| < € Vj=nole). (558)
zel (557)
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Ubung 106. (UN)VOLLSTANDIGKEIT VON (C}(I;R"), dy). Wir definieren fiir n € N die
Menge
CHIL;R™) :={f € C)HI;R™) : f stetig differenzierbar auf I}. (559)

Zeigen Sie, dass fir n = 1 und I = (—1,1) das Paar (C}(I;R"),d) einen metrischer
Raum definiert, der nicht vollstdndig ist.

SINN DER UBUNG: Am liebsten hitten wir das Fixpunktproblem auf einer Menge
stetig differenzierbarer Funktionen betrachtet, denn dann wére auch sofort klar, dass die
Losung des Fixpunktproblems stetig diffbar ist.

HINWEIS: Zeigen Sie, dass die Folge gegeben durch

Fulz) = /a2 + % (z € (~1,1)) (560)

fiir n € N eine nicht-konvergente Cauchy-Folge ist.

| J

3.1.2 Beweis der globalen Version

Wir wollen nun mit den obigen Zutaten die Existenz einer Losung zeigen. Es sei f € CO(I x
R™ R™), d.h. zundchst G = R™. Es sei die Differentialgleichung

{y’(t) = f(t,y(t)) (el (561)

y(to) = yo
gegeben. Wir wollen diese auf ganz I 16sen. Allerdings werden wir fiir die Losungstechnik 1
verkleinern miissen. Wir sagen, dass ein offenes Intervall J kompakt in I enthalten ist, falls
J beschréankt ist und J C I. Wir schreiben in diesem Fall J CC I. Warum wir das Intervall
verkleinern miissen sehen wir spater. Fiir J CC I mit ¢y € J definieren wir die Abbildung

T:CHJ;R™) — CY(J;R™),y +— Ty (562)
wobei Ty € CY(I;R™) durch die Funktionsvorschrift

aw@w=m+[ﬁwww»m (te ) (563)

Wir miissen nachpriifen, ob diese Abbildung wohldefiniert ist. Dazu gehort insbesondere,
dass Ty tatsdchlich eine Funktion in Cy(J; R™) definiert.
Ubung 107. Es sei f € C°(I x R%R") und J CC I mit ¢, € J. Zeigen Sie: Fiir alle
y € CP(J;R") ist die Abbildung T, : J — R™ gegeben durch

%w:m+[U@mm¢s@eﬂ (564)

ein Element von CP(J;R™). Gilt dies auch, wenn man die Vorraussetzung “J CC I” durch
“J C I” ersetzt?
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SINN DER UBUNG: In dieser Ubung lernt man, dass es notwendig ist, das Definitionsin-
tervall zu verkleinern. Dies ist ndmlich notwendig damit die in (563|) definierte Abbildung
eine Selbstabbildung ist, d.h. ihr Bild landet wieder im selben Raum.

Wenn wir unser Intervall I verkleinern miissen, stellt sich natiirlich die Frage, wie wir am
Ende auf das urspriingliche Intervall zuriickkommen. Die Technik dazu heif3t Ausschipfung
und beruht auf folgender Idee

Beobachtung 108. AUSSCHOPFUNG. Fiir jedes offene Intervall I C R™ gibt es eine Folge
(Jx)ken von offenen Intervallen mit J, CC I, J; C Jo C J3 C ... und

I=JJ (565)
k=1

BECGRUNDUNG: Falls I = (a,b) fir —co < a < b < o0, so kann man J; := (a + 5,b— ;)
wihlen (HA). Falls I = (a,00) fiir ein a > —o0, so tut’s Ji := (a + 1, k). Alle anderen
Fille iiberlassen wir den Lesenden als Ubungsaufgabe.

Wir priifen nun nach, dass wir fiir beschréankte Intervalle nach einem gewissen Index eine
Kontraktionsabbildung vorliegen haben

e N

Lemma 109. KONTRAKTIONSEIGENSCHAFT. Es erfiille f € C°(I x R™;R") eine globale
Lipschitz-Bedingung mit Lipschitzkonstante L > 0. Es sei J = (a,b) CC [ offen und
beschrankt mit —oco < a < b < oo und ty € J. Dann gilt fiir alle j € N

4 4 (b —a)
doo(T7y. T92) < L3¢ |“> doo(y,2) Vy,z € CO(J;R™). (566)

g!
Insbesondere gibt es ein ny € N sodass 7™ eine strikte Kontraktionsabbildung ist und
einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.

(. J

e N

Beweis. In diesem Beweis wollen wir nicht nur stumpf die Gleichung beweisen, sondern
auch klaren, wie man auf diese Gleichung kommt. Die ausschlaggebende Beobachtung ist
hier die Folgende. Wir haben

P =+ [ lsyls) ds Vee (567)
(Tz)(t) = yo + /ttf(s,z(s)) ds VteJ (568)
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Damit gilt fiir alle t € J

(DO - 0] = |+ [ T as - (yo+ JRCEC] ds) (569)
< | [ Ulsuts) = 5.9 as (570)
r(l)qax{to,t}
< [ )~ s ds (571)
min{to,t}
max{to,t}
L s)— z(s)| ds H72
< /m INUCREC! (572)
Die Gleichung
max{to,t}
(@O - THOISL [ ) 2o ds Ve (573)
min{to,t}

werden wir im Laufe dieses Beweises sehr haufig benutzen. Zunméchst kénnen wir damit
den Fall n = 1 kldren. Wir wissen némlich, dass |y(s) — z(s)| < d(y, 2) fiir alle s € J, da
ja ds gerade das Supremum iiber alls s € J ist, siche Definition m (p- [101)). Deswegen

gilt nach (573) fiir alle t € J

) - i< L | m{{}} dooly, ) d (574)
— Lo (y. ) (max{to. £} — min{to.£}) = Ldo(y. 2)[f — . (575)

Daraufhin ergibt sich
|(Ty)(t) — (T2)(t)| < L(b—a)dw(y,z) VteJ (576)

Nehmen wir das Supremumn {iiber alle ¢, so erhalten wir mit Definition m (p. [101))
doo(Ty, Tz) < L(b— a)dx(y, 2), (577)

also gerade (b66) im Fall n = 1. Fiir den Fall n = 2 gehen wir wie folgt vor. Aus (573)
folgt

max{to,t}
(T%)(8) — (T22)(1)] < L / Ty(s) = T=(s)| ds Vit € J. (578)
min{to,t}
Jetzt wissen wir aus (575)), dass [(Ty)(s) — (T'z)(s)| < Ldw(y, 2)|t — to|. Daher gilt
max{to,t}
[(T?y) () — (T%2)(t)] < deoo(y,Z)/ |s — to| ds (579)
min{to,t}
t —tol?
- L2doo(y7 Z)| 9 0| ) (580)
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wobei wir die letzte Gleichung leicht mit einer Fallunterscheidung zwischen den Féllen
“t <to” und “t > ty” nachrechnen kénnen (HA). Wir folgern daraus wiederum

b—a

2

(@) - 0] < 2w we (581)
Nehmen wir wiederum das Supremum iiber alle ¢t € J, so erhalten wir wie in ((566))
gewiinscht

bh— 2
: 2|—a) oo (y, 2). (582)
Man sieht: So konnte man fiir beliebig grofie Potenzen von T' weitermachen. Fiir allgemeine
n € N zeigen wir zunéchst mit vollstandiger Induktion die folgende
Zwischenbehauptung: Fiir alle 7 € N hat man

oo (T?y, T?2) < L?

(T7y)(t) = (T72)(t)] < L

t—to)’
#dm(y,z) Vi e J. (583)

Fiir n = 1,2 haben wir die Aussage bereits gezeigt. Es gelte nun die Aussage (H83)) fiir
ein j € N. Mit (573]) angewendet auf § = T7y und 2 = T7z erhalten wir

(TH1y) () — (T2)(0)] = [(TH(E) — (T)(0) (584)
max{to,t}
<L y(s) — z(s)| ds 585
< /m o ) =300 (585)
max{to,t} . .
—L [ @) - (el ds (50
min{to,t}

Benutzen wir nun die Induktionshypothese (583)), so ergibt sich

' ' max{to,t}  |o _ tald
e - @< [ il (557)
min{to,t} J:
Lj+1 max{to,t} )
. / s — tolf ds (588)
J: min{to,t}
R I T N LIt — ¢,]9+1
— LJ+17| : 0|1 — | 10|| . (589)
jtogj+ (J+1)!

Die Behauptung folgt per vollstindiger Induktion. Nun gilt also fiir alle j € N, dass
, . |t — t0|j
[(T7y)(8) — (T72)(1)] < L]Tdoo(y,Z) vt e J, (590)

also

(1)) — (T2)(0)] < ;!a>jdoo<y, 2 vied (591)
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Nehmen wir das Supermum iiber alle ¢t € J so erhalten wir

Li(b—a)

doo(ij,sz) < S
j!

doo (Y, 2), (592)

wie gewiinscht. Dass es nun ein ng € N gibt, sodass T™ eine strikte Kontraktion ist, liegt
daran, dass

0 (593)

(Wie man zum Beispiel daran sehen konnte, dass die Reihe iiber den obigen Ausdruck
gegen eF(*=%) < oo konvergiert). Insbesondere muss es also ny € N geben mit

L™ (b —a)™
(no)!

Die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes folgt dann direkt aus Satz (p. .

| J

Insbesondere existiert auf J jetzt nach Satz (p- ein eindeutiger Fixpunkt von T’
und damit (siehe Proposition , p.99) eine eindeutige Losung. Das verbleibende Problem
ist, dass J nur eine echte Teilmenge von [ ist. Wir wollen aber eine Losung auf ganz 1.

Mit Ausschopfung konnen wir jetzt den globalen Satz von Picard-Lindelof beweisen.

< 1. (594)

N\

Wdh. Satz[90| (p. SATZ VON PICARD-LINDELOF, GLOBALE VERSION. Essei I C R
ein offenes Intervall und f € C°(I x R";R") erfiille eine globale Lipschitz-Bedingung auf
I. Dann hat fiir alle ¢y € I und yo € R™ das Anfangswertproblem

{ww;mw@>uen

y(to) = v (595)

eine eindeutige Losung.

. J

Beweis von Satz (p. [90).
Schritt 1: Existenz. Es erfiille wie in der Aussage f € C°(I x R";R") eine globale

Lipschitz-Bedingung. Wihle nun eine Folge (Jg)reny von Teilintervallen mit J, CC 1,
Ji CJy C ... ty € J; und

I=\]JJ (596)
k=1
Wir definieren nun fiir beliebige k € N
Ty : CY(Jis R") = G (Ji; R") (597)
gegeben durch
t
T)(O) =+ [ Fsp©)ds (1€ L) (59%)
to
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.

Wir wissen durch Lemma [109] (p. [104) und Satz (p. [98), dass T}, einen eindeutigen
Fixpunkt y, € CP(Ji; R™) besitzt. Nach Proposition gilt dann auch y, € C(J; R™)
und

(599)
Yr(to) = Yo.

Nun wollen wir diese Losungen zu einer Losung auf ganz I zusammenkleben. Dazu muss

aber folgendes gewihrleistet sein:

Zwischenbehauptung: Fiir alle [ < k gilt y,(t) = y,(¢) fur alle ¢t € J;. Dazu zeigen wir

dass yx|, € CP(J;;R™) ein Fixpunkt von 7} ist. In der Tat gilt fiir alle ¢ € J;

{yw) = f(t,y(t) Vte gy

[
(T, D) = w0 + / Fls.u() ds = (Ta)(t) = welt) = we] , (). (600)

Da 7; nur einen Fixpunkt haben kann, muss yk‘ 5= gelten. Das ist exakt das, was wir
behauptet haben. Definiere nun y, : I — R" durch

y«(t) == yp(t) falls t € Jj. (601)

Dies ist wohldefiniert: Zu jedem t € I gibt es ein k € N mit ¢ € J;. Die Definition ist
unabhéngig von k, denn falls t € JNJ, fiir k # [, so gilt nach der obigen Zwischenbehaup-
tung, dass yx(t) = y;(t). Daher ist es unerheblich, welcher Index jetzt fiir die Definition von
y» hergenommen wird. Nun beachte, dass y, stetig diffbar bei jedem t € [ ist, denn jedes
t € I ist innerer Punkt eines Intervalles J, und wir wissen bereits, dass y* € C'(J,; R"),
da y|, =uu € C(Jx; R™). AuBerdem gilt fiir alle ¢ € Jj,

Yu(t) = yi(t) = f{t,ye(t) = (L y.(1)). (602)

und, das ty € J; gilt auch y.(tg) = y1(to) = yo. Mit anderen Worten ist y, eine Losung
des AWP. Die Existenz ist gezeigt.

Schritt 2: Eindeutigkeit. Es seien y, 2 € C1(I;R") zwei Losungen. Wir zeigen y = z.
Dazu sei k € N und J, CC I wie in Schritt 1. Da J;, kompakt ist, sind y und z auf
Ji beschrinkt (siehe Satz von Weierstraf). Damit sind y und z auch auf J, beschrinkt
und es gilt y, z € CY(Jy; R™). Ferner lésen y| 5, und z‘ I auf J, das AWP, weswegen nach
Proposition [103] gilt, dass

Tlyl,1=9],. Tlz],]==2,. (603)
Da T} jedoch nur einen Fixpunkt in CP(J;; R™) haben kann, gilt
yl, =2, (604)

Da k € N beliebig war, folgt, dass y = z auf I = {J, oy J&-

Die globale Version des Satzes ist gezeigt.

Wir haben nun eine abstrakte Losung. Kénnen wir sie auch numerisch bestimmen? Ja:
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Denn Fixpunkte von Kontraktions-Abbildungen kénnen stets mit der Fizpunktiteration be-
stimmt werden. Die Fixpunktiteration fiir die Abbildung 7" aus wird Picard-Iteration
genannt. Allerdings gibt es hier zunéchst ein Problem: Fiir ein beschrénktes Intervall (a,b)
wissen wir bisher nur, dass 7™ fiir ein gewisses ng € N eine strikte Kontraktionsabbildung ist
(sieche Lemma . Daher wire es hier eigentlich angesagt, 7™ zu iterieren anstatt 7. Wenn
man aber bereits weif3, dass ein Fixpunkt existiert, kann man sich besser anstellen:

Gedankenexperiment 110.

NUMERISCHE APPROXIMATION VON LOSUNGEN — DIE PICARD-ITERATION. Es sei
(X,d) ein vollstandiger metrischer Raum. Wir erinnern uns hier zunéchst, wie wir im
Beweis zum Banach’schen Fixpunktsatz den Fixpunkt einer Kontraktionsabbildung 7' :
X — X konstruieret haben. Wir wéhlen xy € X beliebig und definieren eine rekursiv
definierte Folge gegeben durch die Vorschrift

Tjt41 = T.’Ej (] S N()) (605)
Mit anderen Worten iterieren wir T, es gilt namlich fiir n € N
zj=Tr; 1 =T(Tz; 9) =..=Tx. (606)

Dieses Iterieren kann nun auch fiir die numerische Approximation der Losung verwendet
werden. In der Tat: Es sei f € C°(I x R";R") eine globale Lipschitz-Bedingung erfiillend,
(a,b) CC I ein beschrinktes Intevall und X = CP((a,b); R") ausgestattet mit der Metrik
d = d. Ferner sei T': X — X wie in . Es sei y € X die eindeutige Losung von

{y'<t> = f(t,y(t)) (t € (a,b)) (607)
y(to) = yo.

Dann gilt nach Proposition [103| Ty = y. Um y zu approximieren wahlen wir 2y € X
beliebig und definieren die approzimativen Lisungen z; := T?z fir j € N. Es ist zu
erwarten, dass fiir j — oo z; = y in (X, d) konvergiert. Und in der Tat gilt mit (566])

, . , Li(b—a)
doo(2j,Y) = doo(T72,y) = doo (172, T7y) < u

£ ]| doo(20> y)7 (608)

was fiir j — oo gegen Null strebt. Hierbei haben wir benutzt, dass Ty = vy, weil y ja
ein Fixpunkt von 7T ist. Man kann mit der obigen Abschéitzung die Abweichung von der
approximativen Losung und der eigentlichen Losung kontrollieren. Es gilt

sup [5(t) — y(t) < L=

te(a,b) J:

Der Fehler (d.h. die Folge (dx(2;,7)) en) geht aufgrund dieser Abschétzung sehr schnell
gegen Null — (fast) so schnell wie l, Diese hohe Konvergenzgeschwindigkeit ist im Nach-
hinein sehr verwunderlich: Aus Lemma [I09 konnten wir zunéchst nur folgern, dass 7™ fiir
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ein ng € N eine Kontraktionsabbildung ist. Aus dem Banach’schen Fixpunktsatz lernen
wir daher erstmal nur, dass die Teilfolge (T*" zy)ren gegen y konvergiert. Wie kommt es
nun zu dieser Verbesserung, dass am Ende die gesamte Folge sehr schnell konvergiert?
Dies ist so zu erkldren: In Gleichung haben wir zusétzliches Wissen reingesteckt —
wir wussten namlich bereits, dass ein Fixpunkt existiert! Dadurch konnten unsere vorhe-
rigen Abschétzungen am Fixpunkt betrachten und sie dadurch substantiell verbessern. In
der Numerik spricht man von einer a-posteriori-Abschdtzung.

Die Folge (z;);jen gegeben durch z; := TVzy nennen wir Picard-Iteration mit Startwert
2o. Thre Folgeglieder heiflen die Picard-Iterierten.

4 )

Ubung 111. DIE PICARD-ITERATION.

(a) Berechnen Sie die ersten zwei Picard-Iterierten z;, zo von

{y'(t) =cos(y(t)) (te€ (=3 1)) (610)

y(0) = 0.
Verwenden Sie den Startwert zo(t) := 0 fir ¢ € (0,1).

(b) Zeigen Sie (ohne die DGL explizit zu lésen), dass der Fehler ihrer zweiten Picard-

Iterierten kleinergleich g5 ist, d.h. doo(22,9) < 35.

(c) Losen Sie die DGL exakt und zeichnen Sie die Losung zusammen mit den ersten
zwei Picard-Lindelof-Iterierten in ein Koordinatensystem.

SINN DER UBUNG: Man sieht, dass man die explizite Losung mit der Picard-Iteration
schnell und effizient approximieren kann.

HiNwEIS: Fiir die Schranke in Aufgabenteil (b) muss dw (20, y) abgeschétzt werden. Zeigen
Sie mithilfe der Differentialgleichung, dass d(20,y) < 7. Eine solche Abschéitzung nennt
man in der Numerik a-priori-Abschitzung (als Gegenpol zur a-posteriori Abschéitzung).

| J

4 )

*_Ubung 112. PICARD-ITERATION UND AUSSCHOPFUNG. Es sei I C R ein offenes
Intervall und f € C°(I x R™;R") eine globale Lipschitz-Bedingung erfiillend. Ferner sei
to € I und yp € R”

(a) Es sei (a,b) CC I und z € CY((a,b);R"). Es sei T : CP((a,b); R™) — CP((a,b); R™)
wie in (563)). Zeigen Sie: Es existieren

(Tz)(a) = lgfgl(Tz)(t), und  (7'2)(a) := lgTril(Tz)(t). (611)

(b) Wihlen Sie nun zp := 0 € C%I;R") und (Ji)reng, Jo C J1 C Jo C ... eine
Ausschopfung von I, gelte etwa J, = (ay,by) CC I fiir k = 0,1,... und tg € Jp.
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Es sei T, gewihlt wie in (597)). Definieren Sie nun fiir k£ € Ny die rekursive Folge

Te(ze)(t)  t € (ax, be),
zk—i—l(t) = Tk(zk)(bk) teln [bk, OO), (612)
Tk(zk)(ak) teln [—OO, ak).

Zeigen Sie, dass (z;)reny in C°(I;R") liegt und punktweise gegen die Losung des

AWP
{y’(t) = f(t,y(t)) (tel)

y(to) = w0 (613)

konvergiert.

SINN DER UBUNG. Diese Ubung hinterfragt, ob wir bei der Konvergenz der Picard-
Iteration auf die Annahme (a,b) CC I verzichten kénnen. Verzichten wir auf diese Annah-
me, so miissen wir uns aber leider damit abfinden, dass die Art der Konvergenz schlechter
werden kann — schlieBlich zeigen wir in der Ubung hier ja nur punktweise Konvergenz.
Dies ist in jedem Fall schlechter als die gleichméflige Konvergenzaussage in , die
fiir Teilintervalle (a,b) CC I stets erfiillt ist. Ferner wird hier die wichtige Technik der
Ausschéopfung nochmal trainiert.

| J

Ubung 113. PICARD-ITERATION FUR LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. Es sei
fir A € R™" und y, € R" das AWP

{y'<t> =Ay(t) (teR) (614)

y(to) = o
gegeben.
(a) Zeigen Sie, dass das AWP eine eindeutige Losung auf R hat.

(b) Beweisen Sie, dass die Picard-Iterierten mit Startwert zy(t) := 0 gegeben sind durch

5= ey eny (615)

(c) Zeigen Sie, dass fir alle (a,b) CC R jede Komponente der matrixwertigen Folge
(M;)jen C C°(I; R™ ™) gegeben durch

M;(t) == i MA’c (616)

k!
k=0

gleichméafBig auf (a, b) konvergent ist.
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(d) Bezeichnen Sie fur t € R

M(t) == lim M;(t) == i (t_k—f‘))kAk. (617)

| —00
I k=0

Zeigen Sie, dass M eine Fundamentalmatrix fiir die DGL
y'(t) = Ay(t), (t € R) ist.

HINWEIS. Vergessen Sie in Teilaufgabe (d) nicht, die Invertierbarkeit von M(t) fiir alle
t € R zu beweisen.

SINN DER UBUNG. Zwar haben wir fiir alle denkbaren Matrizen A in Sektion m eine
Fundamentalmatrix bestimmt, aber eine kompakte Formel dafiir hatten wir nie. Diese
reichen wir jetzt mit der Theorie der Picard-Iteration nach: ist eine kompakte Dar-
stellung einer Fundamentalmatrix, zumindest fiir Systeme mit konstanten Koeffizienten.
Analog zur Exponentialreihe schreibt man oft

OO k

(t—to)A ._ (t — tO) k

eli=toA .=y — A" (618)
k=0

und nennt diese Reihe die Matrizezponentialfunktion.

| J

3.1.3 Beweis der lokalen Version

Essei f € C°(IxG;R"). Wir nehmen ab sofort nur an, dass f eine lokale Lipschitz-Bedingung
erfiillt, siche Definition [93] (p. [01).

Um die lokale Version des Satzes zu zeigen, zeigen wir zunéchst ein Kurzzeitexistenzre-
sultat, d.h. wir zeigen die Existenz eines 6 > 0 so, dass (ty — d,tg+9) C I

{y'<t> = flt,y(t)) (t € (to— 8,t0 + )

y(to) = 1o (619)

eine eindeutige Losung y € C((ty — d,t0 + 0); G) besitzt. Das heifit: Man kann zu jedem
Anfangswert eine kurzzeitige Losung um diesen Wert finden. Das klingt machbar, da ja
“lokal” die Lipschitzbedingung erfiillt ist, die ja schon im letzten Abschnitt ein Garant fiir
die Existenz von Losungen war.

Kann man nun diese Kurzzeit-Losungen zu einer maximalen Losung “zusammensetzen”?
Die Antwort heifit “Ja”! Allerdings ist das Wort fortsetzen womoglich treffender als zusam-
mensetzen, je nach verwendeter Literatur. Diesen Prozess wollen wir spéter noch genauer
studieren.

Der Existenzbeweis ist somit in zwei Teile aufgeteilt:

1. Kurzzeitexistenz.
2. Zusammensetzen der Kurzzeitlosungen zur maximalen Losung.

Den Eindeutigkeitsbeweis werden wir am Ende separat fithren, weil man beim Zusammensetzungs-
Verfahren die Eindeutigkeit verliert.
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Schritt 1. Kurzzeitexistenz.

Die Kurzzeitexistenz in erreichen wir wie folgt: Die lokale Lipschitz-Bedingung
versichert uns, dass eine Lipschitz-Abschétzung auf einer kleinen Menge der Gestalt (9 —
€,to + €) X B.(yo) fiir €,7 > 0 (vgl. Definition erfiillt ist. Wir zeigen nun, dass es immer
moglich ist, eine Fortsetzungsfunktion F : (to — €,y + €) x R" — R"™ zu wihlen, die die
globale(!) Lipschitzbedingung erfiillt und auf (ty — €,ty + €) X B,(yo) mit f iibereinstimmt.
Dankenswerterweise konnen wir dann das Anfangswertproblem

{y'@) = F(t,y(t) (t€ (th—eto+e)) (620)

y(to) = vo

bereits auf (ty — €,ty + €) l6sen. Wir werden dann zeigen, dass diese Losung zumindest fiir
ganz kurze Zeit eine Losung unseres urspriinglichen AWPs in liefert. Hierbei miissen
wir das Zeitintervall vielleicht nochmal verkleinern.

Man beachte: Die genaue Gestalt der Fortsetzung héngt mafigeblich von (g, 79) ab — denn
F ist schliefllich nur eine Fortsetzung von f ’ (to—c.to-<) X Br (40) und nicht von f } 1o Letzteres
wire im Allgemeinen nicht moglich! Dies kann man zum Beispiel an den Gegenbeispielen
aus Ubung 98] (p. sehen.

Die Existenz der in benotigten Fortsetzung ist versichert durch den Satz von Kirsz-
braun.

Proposition 114. SATZ VON KIRSZBRAUN. Es sei U C R” offen und beschrankt und
J C R offen. Es sei f: J x U — R" so, dass ein L > 0 existiert mit

lf(t,y) — f(t,2)| < Lly — 2| Vy,zeUVteJ (621)

Dann gibt es eine Funktion F': J x R” — R"™ mit F‘JxU = f und
|F(t,y) — F(t,2)] <+/nLly — 2| Vy,zeR"Vte J (622)
Insbesondere erfiillt F eine globale Lipschitz-Bedingung auf J. Falls f € C°(J x U;R"),

so ist F' € C°(J x R™;R™).

J

4 \

Beweis. Der Beweis funktioniert mit einer expliziten Konstruktion von F. Wir definieren
die Funktion F' = (Fy, ..., F,,)T durch

Fi(t,x) := yirellfj(fi(t,y) +Lly—z|) (teJxzeR"), i=1,..,n. (623)

Dieses Infimum ist auf J x R™ stets eine reelle Zahl, da f;(t, -) auf U nach unten beschrankt
ist, wie man leicht aus (621]) folgert. In der Tat: W&hlt man zy € U beliebig, so sieht man

filt,y) = fi(t, zo)—(filt, wo)— fi(t,y)) = filt, wo)—[fi(t, x0)— fi(t,y)| = fi(t, x0)—Llzo—yl.

(624)
Dies schétzt man nun mit der Dreiecksungleichung ab zu f;(t,y) > fi(t, o) —2L sup,,cy |w|.
Schritt 1: F; ist eine Fortsetzung von f;. Wir behaupten zunéchst, dass F; auf J x U mit
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fi tibereinstimmt, also
Fi(t,x) = fi(t,x) Yz eUVte (625)

Dazu sei x € U beliebig aber fest. Wir zeigen zunéchst “<” in ((625]). Dazu:

( x) (623) felU(f( y) |y xl) Betrachte y=x f< ZE) |:L‘ I’| f( l‘) ( )

Hierbei haben wir beim vorletzen Schritt benutzt, dass x € U, damit wir y = x betrachten
durften. Nun zeigen wir noch “>” in ((625]). Wir behaupten dazu, dass

filt,y) + Ly — x| > fi(t,z) VyeU. (627)
In der Tat gilt fiir y € U

fi(tvz) - fi<t7y) S |fi(t> 33') - fl(t7y)’ S ’f(t,l’) - f(t> y)‘ S le - yl (628)

Addieren wir nun f;(¢,y) auf beiden Seiten, so erhalten wir in der Tat (627). Aus ((627))
folgt nun dass

d.h.
wie gewiinscht.
Schritt 2: F; geniigt einer globalen Lipschitz-Bedingung. Es seien y, 2 € R™ beliebig aber

fest. Da man ein Infimum einer Menge stets mit einer Folge anndhern kann, finden wir
eine Folge (w;)52, C U mit

filt,w;) + Llw; — z| = Fi(t,z) (j — 00). (631)
Benutzen wir dies und die Definition von Fj, so erhalten wir

Fi(t,y) - Fi(t,2) = lim Fi(t,y) — (fit, ;) + Ljw; — 2))

< liminf[fi(t,w;) + Llw; — y[] — (fi(t,w;) + L|w; — z|)

Jj—00

<liminf L(|w; — y| — |w; — z|)
j—00

= liminf L(|(w; — 2) + 2 — y| — |w; — 2|)
J—00

< liminf L(jw; — 2| + [z — y| — |w; — 2]) = L]y — 2|,
j—ro0

wobei wir im vorletzten Schritt die Dreiecksungleichung benutzt haben. Man kann nun
die Rollen von y und z vertauschen und erhélt analog, dass

Fi(t,z) — Fi(t,y) < Lly — 2. (632)
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Die beiden vorigen Gleichungen zusammengenommen ergibt

Schritt 3: Lipschitz-Bedingung fir F' = (F},..., F,,). Die Definition der Euklidischen
Norm liefert fiir alle y, z € R"

F(t2) = Fty)] < || YO IF () — Bt < VoLl =y = VaLlz —yl. (630)

Schritt 4: Noch zu zeigen: Falls f € C°(J x U;R") so ist auch F € C°(J x R™;R"™).
Wir zeigen dies Komponentenweise fiir « = 1,...,n. Die Stetigkeit von F; in der zweiten
Variablen folgt sofort aus der Bedingung . Fiir die Stetigkeit in der ersten Variablen
sei (t;)jen C J eine Folge mit ¢; — ¢t und sei y € R" fest. Nach der Definition von F;
(siehe (623))) gibt es nun fiir alle € > 0 ein z € U mit

Es folgt, wiederum mit der Definition von F',

Fi(ty,y) — Fi(t,y) < (fi(tj,2) + Lly — 2|) = Fi(t,y) (636)

ﬁ
D!
[¥Y)

< Sty 2) + Lly — 2] = (filt,2) + Lly — 2]) + € (637)
(635)
Wegen der Stetigkeit von f; folgt nun

lim sup(Fi(t;,y) — Fi(t,y)) < limsup(fi(t;, z) — filt, z) +¢€) = €. (639)

Jj—o0 Jj—00

Da die linke Seite nicht mehr von € abhéngt, kann man den Grenzfall ¢ — 0 in der obigen
Gleichung betrachten und folgert

limsup(F;(t;.y) — Fi(t,y)) < 0. (640)

Jj—00
Fixiere nun wiederum € > 0 und wihle fiir alle j € N ein w; € U mit

Fi(tj,y) +e < f(tj,w;) + Lly — wyl. (641)
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Es gilt fiir alle j € N

Fi(t,y) — Fi(t;,y) é (fi(tj,wy) + Lly —w;|) — Fi(t;,y) (642)

< filtj,w;) + Lly —w;| = (fi(t, wj) + Lly —wj[) +¢ (643

:fi(tjij) _fi(tij)+€‘ (644)

ﬁ
w

Hier miissen wir etwas mehr Argumentieren, da nicht sofort offensichtlich ist, dass f;(¢;, w;)—
fi(t,w;) gegen Null konvergiert. Hierzu folgender Trick: Fixiere & € N. Dann gilt fiir j > k

| fits, wy) — filt,wy) (645)
= |filtj, wy) — filty,wi) + fi(ty, we) — filt,wi) + fi(t,wr) — fi(t,w;)|  (646)

< |filtjwy) — filty, wi)| + [ fits, wi) — filt, wi)| + [ filt, wi) — fit, wy)]-
(647)

Danun wj, wy, € U sind, kann im ersten und dritten Summanden die Lipschitz-Abschétzung

fiir f (siehe (621))) verwendet werden und wir erhalten
|[filts, w;) = filt,wy)| < 2L|w; — wi] + [filt, wi) — filt, wi)]. (648)
Es sei nun (/;);eny C N eine Teilfolge mit

lim (F;(t,y) — Fi(ti;,y)) = limsup(F;(t,y) — Fi(t;,9))- (649)

Jj—oo j—roo

Da nun die Folge (wy,)jen C U beschrénkt ist (wegen der Beschrénktheit von U), gibt es
eine konvergente Teilfolge (wl]l )jen. Sei etwa w der Grenzwert dieser Folge. Sei nun wieder
k € N beliebig. Dann gilt

limsup(Fi(t,y) — Fi(tj,y)) = lim (Fi(t,y) = Fi(ty,,y)) = lim (F(t,y) - Fi(te, y)) (650)

j—o0 j—>00
< limsup(f;(tp,wp) — fi(t,wp)) + € (651)
64d) j—oo 7 7 J
< limsup(2L|wp —wp |+ [f(tp, wp) — f(t,wp)| + € (652)
648) j—oo J J
=2L|w —wy| +e, (653)

wobel wir im letzten Schritt die Stetigkeit von f am (festen) Punkt (¢,w;) ausgenutzt
haben. Da nun aber k beliebig war, konnen wir k& — oo betrachten und erhalten

limsup(Fi(t,y) — Fi(t;,y)) <e. (654)

Jj—00
Betrachtet man wieder ¢ — 0 so erhalt man

limsup(F;(t,y) — Fi(t;,y)) =0 (655)

Jj—00
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Dies und (640) impliziert

li?iscgp |Ei(ts,y) — Fi(t,y)| = h?f;‘p max{(F;(t,y) — Fi(t;,y)), (Fi(t;,y) — Fi(t,y))} =0
(656)

Diese Lipschitz-Fortsetzung versetzt uns — wie bereits vorher angekiindigt — in die Lage,
die Kurzzeitexistenz zu zeigen.

4 \

Lemma 115. KURZZEITEXISTENZ. Es erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitz-
Bedingung und es sei ty € [ und yo € GG. Dann gibt es ein 6 > 0 so, dass

Y0 = F(t.y0) (t€ (5.0 +0)) o
y(to) = vo
eine Losung y € C((tg — d,to + 0); R"™) besitzt.

~N

Beweis. Da f eine lokale Lipschitz-Bedingung erfiillt, gibt es € = €(to,y0) > 0, 7 =
r(to, yo) > 0 und L = L(ty,y0) > 0 mit B,.(yo) C G und

\f(t,y) — f(t,2)] < Lly — 2| Vte (to—eto+e) Yy, 2z € B.(yo). (658)

Wenden wir nun Proposition m (p. 113) mit J = (tog — €,tg + €) und U = B,(yo) an,
so erhalten wir eine Funktion F : (o — €,ty + €) X R™ — R"™ mit der Eigenschaft, dass

(to—e,to+€)x Br(yo) f ‘(to—e,tg—&—e)xBr(yo) und

|F(t,y) — F(t,2)| < /nLly — 2| Vt € (tg —€,to+€) Vy,z € R (659)

Insbesondere erfiillt F' eine globale Lipschitz-Bedingung und somit gibt es eine eindeutige
Losung § € C'((tg — €ty + €); R™) von

{y-'(w = F(t,5(t)) (t € (to— ety +e))

(1) = vo (660)

Wir behaupten dass eine passende Einschrankung von ¢ auf ein Teilintervall das gewiinschte
AWP (657)) 16st. Man beobachte dazu, dass y(ty) = yo € B,(yo). Wegen der Stetigkeit von
y gibt es dann ein 6 > 0 mit y(t) € B, (yo) fur alle ¢t € (to — J,to + ¢). Daraus folgern wir

(mlt F‘(to—e,to—i—e)xBr(yo) = f (to—e,to—i—e)xBr(yo))
y'(t)=F(t,y(t) = [(t,y(t) Ve (to—0,to+0). (661)

Insgesamt gilt also § € C*((to — d,tp + 0); G) und

7(to) = vo. (662)

{y%t) = f(t.5(t)) (t € (to— 8,80 + )
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lDies zeigt, dass §|(1,—st+0) €ine Losung des gewiinschten AWP (657)) ist. J

Man beachte, dass wir mit dem obigen Beweis keine Chance haben, zu bestimmen, wie grof3
das Existenzintervall (¢y — 9, to + 0) wirklich ist. Da wir dies nicht wissen, bezeichnen wir die
Losung y auch als Kurzzeitlosung.

Bemerkung 116. NUMERISCHE APPROXIMATION DER KURZZEITLOSUNG. Im vorigen
Lemma haben wir die Kurzzeitlosung konstruiert indem wir das Hilfsproblem be-
trachtet haben. Dieses erfiillt, wie wir gesehen haben, eine globale Lipschitz-Bedingung.
Daraus folgt insbesondere auch, dass die Losung von — und somit auch die Kurz-
zeitlosung unseres urspriinglichen Problems — mit der Picard-Iteration approximieren
konnen, vgl. Gedankenexperiment [I10} Der einzige subtile Unterschied ist, dass man den
Operator T' mit der Lipschitz-Fortsetzung F' anstatt f konstruieren muss.

Eine alternative Mdglichkeit, die Kurzzeitexistenz ohne den Satz von Kirszbraun bzw.
ohne den globalen Satz von Picard-Lindelof zu zeigen, ist eine Lokalisierung der Fixpunkt-
methodik, welche wir im vorangegangenen Abschnitt bereits kennengelernt haben. Diese
Herangehensweise wird in der Literatur ofter verwendet.

Ubung 117. KURZZEITEXISTENZ MIT FIXPUNKTMETHODEN.
Es erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitz-Bedingung. Definieren Sie fiir 1, > 0

M, s :={y € Cy((to — d,t0 + 0); R") : dos (v, v0) < 1} (663)

[Hierbei wird yo € R™ mit der konstanten Funktion yo(t) = yo € Cy((to — 9,0 + 9); R™)
identifiziert.] Definieren Sie

Ty : Mys — Cy((ty — 8, + 6); RY) (664)
durch .

(Tyav)() = yo + / F(s,y(s)) ds. (665)
Zeigen Sie

(a) M, s ist ein vollstdndiger metrischer Raum

(b) Fiir n > 0,6 > 0 klein genug ist T, 5(M,s) C M,

(c) Fiirn > 0,6 > 0 klein genug ist T, 5 eine Kontraktionsabbildung.

(d) Folgern Sie Lemma ohne Benutzung des globalen Satzes von Picard-Lindelof.

SINN DER UBUNG: Man sieht, dass man die Kurzzeitexistenz auch nur mit lokalen Me-
thoden, d.h. ohne Kenntnis des globalen Satzes zeigen kann. Ein wichtiger Schritt hierbei
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ist die Aufnahme einer Kleinheitsbedingung in die Definition des betrachteten metrischen
Raumes. Noch einmal sieht man, dass der zugrundeliegende metrische Raum eine grofe
Rolle spielt.

Schritt 2. Zusammenkleben zur maximalen Lésung.

Wir werden nun ein Verfahren besprechen, welches es erlaubt, die gefundene Kurz-
zeitlosung gréofstméglich fortzusetzen. Was wir dann zunéchst erhalten ist eine Losung, die
sich nicht weiter fortsetzen lasst. Diese nennen wir suggestiv nichtfortsetzbare Lisung. Eine
nichtfortsezbare Losung ist aber etwas anderes als eine maximale Losung im Sinne von Satz
(p. — Schliefllich ist im Maximalitatsbegriff auch enthalten, dass jede weitere Losung
des AWP eine Einschrankung der maximalen Losung sein muss.

Daher ist die Existenz einer nicht-fortsetzbaren Losung nur der erste Schritt auf dem
Weg zu einer maximalen Losung. Wir definieren hier zunéchst, was wir genau unter einer
nicht-fortsetzbaren Losung verstehen.

e N

Definition 118. NICHT-FORTSETZBARE LOSUNG. Es sei f € C°(I x G;R"). Eine Losung
y € CY(J;G),J C I eines AWP

{ywszmm (telJ)

y(to) = v (666)

heifit nicht-fortsetzbar, falls es kein Intervall J D J gibt, sodass es z € C*(J; G) gibt mit
z|; =y und

{z’(t) = f(t, (1)) (teJ) (667)

Z(to) = Yo-

4 N\

Proposition 119. EXISTENZ EINER NICHT-FORTSETZBAREN LOSUNG.
Es erfiille f € C°(I x G;R"™) eine lokale Lipschitz-Bedingung und es sei to € [ und yo € G.

Dann gibt es ein offenes Intervall I C I mit ¢y € I und eine nichtfortsetzbare Losung
§€CYI;q).

Beweis. Fiir J C I bezeichnen wir mit (AW P|J) das Anfangswertproblem

(AW P|J) : {‘zl((t?) ::2 Et y(t) (e ), (668)

Es sei § > 0 so, dass eine Kurzzeitlosung ygur. € C((tg — 0,19 + 0); R™) existiert mit

{%mw—fwwmm» (L€ (to = bt0 +)), (669)

Ykurz (tO) =Y0-
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Insbesondere ist Ygy,, Losung von (AW P|(tg — d,tg + d)). Setze nun

ty = sup{t >ty : (AWP|(ty — 6,%)) hat Losung ¢ mit §|y—st9+5) = Ykurz}- (670)
und

t_=inf{t < to: (AWP|(L, to + 0)) hat Losung y mit y|,—s0+8) = Ykurs}- (671)

Man beachte, dass wegen der Kurzzeitexistenz t, >ty + 6 und t_ < ¢ty — d. Wir zeigen,
dass I = (t_,t,), d.h. wir konstruieren eine nicht-fortsetzbare Losung § € C1((¢_, t,); R™).
Hierzu sei ¢; 1 t, eine monoton wachsende Folge mit der Eigenschaft, dass (AW P|(ty —
d,t;)) eine Losung g, hat, die auf (to — 0, ¢+ 0) mit Yy, ibereinstimmt. Ferner sei tilto
monoton fallend und so, dass (AW P|(t;, %o+ 0)) eine Losung Y, hat, die auf (to — 0, %+ 9)
Mit Ypyr- libereinstimmt. Definiere fiir ¢ € (¢;,1;)

)y te(ltol,
y;(t) == {gj(t) L) (672)

Beachte, dass y; stetig differenzierbar ist — weil y; auf (¢y—9, to+09) mit yxy,, iibereinstimmt
ist die Fallunterscheidung fiir die Differenzierbarkeit kein Problem. Ferner ist y; eine
Lésung von (AW P|(t;,1;)), denn da y; und g; auf ihren jeweiligen Intervallen die DGL
l6sen kénnen wir berechnen

Yt te it [Ftby ) te€ Wt |
{g;(t) tE (to ). {f(t,y‘j(t)) t € (to, ;). fty;(t)). (673)

Die letzte Gleichheit wird hier klar, wenn man sie riickwérts liest und die Fallunterschei-
dung in benutzt. Klarerweise ist deswegen auch y;(to) = Ykurz(to) = yo fiir alle j € N.
Gerne wiirden wir nun alle y; zu einer Losung auf (¢_, ¢, ) vereinen. Hierzu benétigen wir
die folgende Zwischenbahauptung.

Zwischenbehauptung: Sei I; := (t;,1;). Dann gilt fiir alle k > j stets (yx)|;; = y;. Zum
Beweis definieren wir

Apj={t €l ye(t) = y;(1) } (674)

Zu zeigen ist, dass Ay ; = I;. Wir werden hierzu zeigen, dass Ay, ; offen ist und auch I;\ Ay ;
offen ist. Somit ist dann /; die disjunkte Vereinigung aus den offenen Mengen A ; und
I; \ Ay ;. Da nun I; zusammenhéngend ist, muss entweder Ay ; = I; oder A ; = () gelten.
Der Fall A ; = 0 ist aber ausgeschlossen, da y;, und y; auf (to — d, %o + 0) beide mit Y-
tibereinstimmen und somit (siehe (674))) gilt (to — 9, t0 + 0) C Ay

SCHRITT 1. [; \ Ay ; ist offen, denn nach gilt

L\ Agy = {t el yu(t) 7 y;(0)} = {t € L - [yr(t) — y;(1)] > 0} (675)
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Nun definiert h : I; — R, h(t) = |yx(t) — y;(t)|, eine stetige Funktion, weswegen
h=1((0,00)) als Urbild einer offenen Menge stets offen ist. Nun liest man an der vori-
gen Gleichung ab, dass I; \ Ax; = h™*((0,00)), wodurch also I; \ Ay ; offen ist.

SCHRITT 2. Ay ist offen. Es sei 7 € Ay , d.h. yu(7) = y;(7). Wir zeigen, dass ei-
ne offene Umgebung von 7 auch in A ; enthalten ist. Hierzu benennen wir zunéchst
Y« = yr(7) = y;(7). Dadurch |7, und y; nun beides Losungen des AWP

{v’(t) = f(t,v(t) (tel), (676)

V(T) = Ys.

Da f die lokale Lipschitz-Bedingung erfiillt, gibt es nun ein € = €(7, y.), ein r = r(7, y)
und ein L = L(7,y.) so, dass (T — e, 7 +¢€) C I;

|f(t,21) — f(t,22)| < Llzg — 20| YVt e (T —€,7+¢€), 21,20 € Br(ys)- (677)

Nach dem Satz von Kirszbraun (siehe Proposition gibt es eine Funktion F' die eine
globale Lipschitz-Bedigung erfiillt und F|(;—c r4¢)xB,(5.) = f|(r—e;r+e)x B.(y,)- Ferner gibt es
wegen der Stetigkeit von y; und y, (und wegen y;(7) = yx(7) = y.) ein n € (0, €) so, dass
y;(t), ye(t) € B, (y.) fiir alle t € (7 —n, 7+ n). Daraus folgert man, dass (y)|(r—n,r+y) und
(Yj)| (r—n,74n) beides Lésungen sind von

{v’(t) = F(t,o(t)) (te(r—nT1+n)), (678)

In der Tat: Fiir t € (7 —n,7+n) gilt y;(t) = f(t,y;(t)) = F(t,y;(t)), wobei wir im letzten
Schritt benutzt haben, dass y;((7 — 0,7 + 6)) C B,(y.). Analoges rechnet man fiir yj.
Da nun aber F' eine globale Lipschitzbedingung erfiillt, muss nach dem globalen Satz von
Picard-Lindel6f die Losung von (678)) eindeutig sein. Daraus folgt dann, y,(t) = y;(t) fiir
alle t € (1 —n,7+mn) C I;. Insbesondere gilt (7 —n, 7 +1n) C Ay ;. Die Offenheit von Ay ;
ist damit gezeigt. Wie wir oben schon erklart haben, folgt aus Schritt 1 und Schritt 2 auch
die Zwischenbehauptung. Nun konnen wir § auf I = (t_,t,) definieren. Da I = Ui, 4
(wegen £; Tty und t; | t_) gibt es fiir jedes t € Ieinje Nmitt e I;. Mit dieser
Erkenntnis setzen wir

g(t) :==y,(t) fallst e ;. (679)

Aufgrund der Zwischenbehauptung ist diese Formel fiir y sogar unabhéngig von der Wahl
von j und somit ist y wohldefiniert. Es bleibt zu zeigen, dass gy € C’l(f ;R™) eine nicht-
fortsetzbare Losung von (AW P |f ) ist. Dass g auf I stetig differenzierbar ist, folgt daraus,
dass ¢ auf I; mit der stetig diff’baren Funktion y; iibereinstimmt. Da jedes t € I auch in
einem der offenen Teilintervalle I; enthalten ist, folgt die stetige Differenzierbarkeit. Fiir
t € I; gilt ferner

() =y;(t) = f(ty;(1) = f(£,5(1)). (680)
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Wiederum folgt die obige Formel auch fiir ¢ € I, weil I = U;’il I;. Ferner gilt auch
9(to) = yo, da jedes y; diesen Anfangswert haben muss. Noch zu zeigen ist nun, dass g
nicht fortsetzbar ist. Géibe es nun ein J 2 I und z € C'(J,G) welches (AW P|J) l6st
und z|; = § erfiillt, so wiire wegen der Definition von ¢, (vgl. (670)) und ¢t_ (vgl. (671))
t+ >sup(J) und ¢t_ < inf(J). Hierbei haben wir benutzt, dass z|,—st+6) = Ykur- (da 2 ja
auf I mit § iibereinstimmt und § auf (to — d,to + ) mit Ypy,, ibereinstimmt). Benutzen
wir nun die Tatsache, dass [ = (t_,ty), so erhalten wir

[=(t_,ts) > (int(J),sup(J)) = J, (681)

ein Widerspruch. Es folgt, dass g nicht fortsetzbar ist.

(. J

Eine nicht-fortsetzbare Losung ist konstruiert. Nun muss nur noch deren Maximalitét
geklart werden. Hierbei kldren wir zunéchst, dass jede weitere Losung eine Einschrankung
der nichtfortsetzbaren Losung aus der vorigen Proposition sein muss. Aus dieser Aussage
folgt auch eigentlich sofort, dass es nur eine maximale Losung im Sinne von Satz [94] geben
kann. Dies kldren wir aber spéter im Beweis von Satz [04 nochmal genauer auf.

4 N\

Lemma 120. MAXIMALITAT EINER NICHT-FORTSETZBAREN LOSUNG. Es erfiille f €
C°(I x G;R") eine lokale Lipschitz-Bedingung. Zusitzlich sei ty € I und yy € G. Es sei
§ € CY(I;G) eine nicht-fortsetzbare Losung von (666). Es sei nun J C I ein weiteres
offenes Intervall mit ¢y € J, sodass es eine z € C*(J; G) von

2(to) = o
gibt. Dann gilt J C I und Q}J =z.

Beweis. Es seien J,z wie in der Aussage. Setze nun O := J N I. Man beachte, dass O ein
offenes Intervall ist, welches ty enthélt. Definere nun

A={te0: =t

()} (683)

Zwischenbehauptung. A = O. Wir werden dazu zeigen, dass A und O \ A beide offen
sind. Insbesondere ist dann O die disjunkte Vereinigung aus den offenen Mengen A und

O\ A. Da O zusammenhéngend ist, folgt aus einem Satz aus der Analysis, dass entweder

A =0 oder A= 0. Da jedoch ty € A ist gilt aber A # () und somit A = O.
SCHRITT 1: Offenheit von O \ A. In der Tat ist

O\NA={teO:z(t) #y(t)} (684)
Die Mengenbeschreibung kénnen wir umformen zu

O\NA={teO:|(t)—j(t) > 0} (685)
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Da nun h : O — R definiert durch h(t) := |z(t) — g(t)| stetig auf O ist, ist nach einem
Satz aus der Analyisis h~1((0,00)) offen. Da nach h71((0,00)) = O\ A, ist auch
O \ A offen.

SCHRITT 2: Nun zur Offenheit von A. Es sei 7 € A, d.h. z(7) = y(7). Wir werden zeigen,
dass es ein § > 0 gibt mit (7 — 0,7+ 0) C A. Dazu definieren wir y; := 2z(7) = y(7). Man
beachte, dass g)‘ o und z‘ o beides Losungen von

{v’(t) = f(t,0(t)) (t€O) (686)

sind. Wir wissen auch, dass es zu (7,y;) ein € = €(7,y1), ein r = r(7,y1) und ein L =
L(7,y;) gibt mit

|f(t,v) — f(t,w)| < Llv —w| Vte (r—eT+¢€), Yo,w € B.(y1). (687)

Ferner gibt es nach dem Satz von Kirszbraun (siehe [114] p.[113) ein F : (7 — €, 7 + €) X

R™ — R™, welches eine globale(!) Lipschitz- Bedmgung erfiillt und mit F ‘ (et Bo(r) =

f}(Tie,Tﬂ)wT(yl). Wihle nun § € (0,¢€) so klein, dass §((7 — 6,7 + d)) C B,(y1) und

2((t — 6,7+ 0)) C B.(y1). Dieses § kann gewihlt werden, da y,, und z beide stetig sind
und bei 7 den Wert y; annehmen (HA). Fiir ¢ € (1 — 6,7 + 0) gilt nun nach (686)

gt) = ft,9(t) = F(t (1)), (683)
und analog

Z(t) = f(t,2(t) = F(t,2(t)). (689)
Das heifit — wiederum mit (686 — dass Q’ (r—6746) und z‘ (r—b746) beides Losungen von

{v’(t) = F(t,v(t)) (t€(r—0,7+9)) (690)

sind. Da F' nun eine globale (!) Lipschitz-Bedingung erfiillt, muss diese Losung des AWP
aber eindeutig sein, siehe Satz @ (p. @D Wir folgern, dass y‘ (rbrid) = z‘(T 5r40)" Wir
schlieflen also auch, dass (7 — 9,7+ §) C A. Das zeigt, dass es zu jedem 7 € A ein § > 0
gibt mit (7 — d§,7 + §) C A. Mit anderen Worten: A ist offen. Da wir nun gezeigt haben,
dass A offen ist und O \ A offen ist, folgt die Zwischenbehauptung wie oben diskutiert
direkt daraus, dass O zusammenhingend ist. Wir wissen nun also, dass z|o = §[o. Wir
zeigen nun, dass J C I. Nehmen wir an, dass J ¢ I so wire J U [ 2 I. JUI wire auch
ein offenes Intervall, da ¢y € J und ¢, € I. Definiere nun w : J U I — G durch

o) tel
w(t) = {Z(t) e (691)
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Beachte: Obwohl die Intervalle Ii und J einen nichtleeren Schnitt haben ist w wohldefiniert

— denn auf dem Schnitt O = I N J stimmen § und z ja tiberein. Auch zeigt man leicht

(HA), dass w € C'(J U I; Q) eine Losung von

"(t) = f(t,w(t tel,UJ

w(t) = f(twlt) ) 002)
w(to) = Yo

ist. Damit wére nach w aber eine Fortsetzung von ¢ iiber auf J U I 2 I. Eine solche
Fortsetzung kann es aber nicht geben, weil ¢ die Eigenschaft aud Definition (p. [119)
erfiilllen muss. Wir erhalten einen Widerspruch und schlieSen J U I =1 alsoJ C I
Insbesondere gilt auch O = J N I = J und da g und z auf O iibereinstimmen gilt auch

] o0 =%

~

=Y

|

Final zeigen wir endlich den lokalen Satz von Picard-Lindel6f.

Wdh. Satz (p. SATZ VON PICARD-LINDELOF, LOKALE VERSION. Es geniige
[ € CO%(IxG;R") einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es zu jedem (o, yo) € I xXG
ein eindeutiges offenes Intervall I,,0: = Iz (to, Yo) C I mit tg € I,,4, und eine eindeutige
Funktion 9,ae € C'(Lnar; G) mit folgenden Eigenschaften:

e (Eindeutige Losbarkeit) Das Anfangswertproblem
! t) = t, t te [maa:
y(to) = Yo
wird durch ¥ = ynee gelost.
e (Maximalitét) Falls J C I ein offenes Intervall mit ¢, € J ist, sodass das AWP
") = f(t,z(t) (teJ
(1) = f(t.2(1) (e ) 091
z(to) = Yo

eine Losung 2z € C1(J; Q) besitzt, dann gilt J C L, und 2(t) = Ymae(t) fiir alle
teJ.

.

Beweis von Satz (p. [91). Es erfillle f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitz-
Bedingung.

Schritt 1: Existenz einer maximalen Lésung. Aus Proposition (p. folgt,
dass es eine nicht-fortsetzbare Losung gibt. Nach Lemma m (p. [122)) erfiillt diese auch
die Maximalitétsbedingung aus Satz [94]

Schritt 2: Eindeutigkeit der maximalen L6sung. Angenommen es gibe zwei ma-
ximale Losungen y! € CY(I! ;R") und 32, € C'(I2,,;R"), die beide die Maxima-

litdtsbedingung aus Satz [94] erfiillen. Verwenden wir die Maximalitéitsbedingung von ¥},

mit J = [2, und z = y2,__, so erhalten wir, dass I2_, C I! _und y? . (t) =yl (t) fir
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alle t € I2,.. Mit Vertauschung der Rollen folgt I! ~C I% . und yl .. (1) = y2,.(t) fir
alle t € I! . Alles zusammen ergibt I =12 —und y! . = v%..-
Endlich haben wir den Hauptsatz dieser Vorlesung — den lokalen Satz von Picard-

Lindelof — bewiesen. Zum Abschluss bleibt hier noch die folgende Frage: Kann man die
lokale Lipschitz-Bedingung auch noch abschwéchen? Gibt es noch eindeutige Losungen, falls
nur gilt f € C°(I x G;R")?

Was die Eindeutigkeit anbelangt, lautet die Antwort auf jeden Fall nein, denn das An-

fangswertproblem

{y'<t> = 2,/[y(0) (695)
y(0) =0

hat nach Beispiel 4| (p. 4)) unendlich viele globale Losungen, gegeben durch

0 t<a L
Ya(t) := {(t a2 tsa fir ein a > 0. (696)

Die Existenz von (nicht-fortsetzbaren) Losungen kann aber noch gewéhrleistet werden:

f Satz 121. SATZ VON PEANO.
Es sei f € C°(I x G;R™). Dann besitzt

Y1) = F(t.y(0)
{yuo) — 4 (697)

eine nicht-fortsetzbare Losung y € C'(J; G) (fiir ein J C I).

" J

[Beweis. Ohne Beweis. ]

Man kann also in der Tat fast jede DGL l6sen, die man hinschreiben kann.

3.2 Globalitat und stetige Abhingigkeit

Wir haben nun Existenz und Eindeutigkeit einer maximalen Losung gezeigt. Doch wie grof3
ist diese maximale Losung genau? Wann hort sie auf zu existieren? Dieser Frage wollen
wir zuerst nachgehen, indem wir das FEscape-Lemma besprechen. Dieses zeigt, dass eine
maximale Losung jedes Kompaktum K C G verlassen muss. Daraus wird sich dann unser
eingangs erwihntes Maximalitatskriterium ableiten.

3.2.1 Das Escape-Lemma

Das folgende Lemma beruht auf einer wichtigen Beobachtung: Man kann unter einer lokalen
Lipschitz-Bedingung das Nichtexplodieren der Lipschitzkonstante auf Kompakta nachwei-
sen. D.h. auf jedem Kompaktum kann die Lipschitzkonstante bei der Lipschitzkonstante
gleichméfig beschriankt werden. Die néchste Proposition zeigt dieses Nicht-Explodieren der
Lipschitzkonstante. Die Beweistechnik, die wir hierfiir verwenden, tragt auch den Namen
Prinzip der schlechten Folgen. Sie wird haufig verwendet
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Proposition 122. GLEICHMASSIGE LIPSCHITZ-ABSCHATZUNG AUF KOMPAKTA. Es
erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitz-Bedingung. Es sei nun K C G kompakt
und A C I kompakt. Dann gibt es L* = L*(A, K') > 0 mit

lft,y) — f(t,2)| < L*|ly — 2| Vte AVy,z € K. (698)

(. J

e N

Beweis. Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann kann es zu zwei speziell vorgegebenen
Kompakta A C I und K C G kein L* > 0 geben, sodass (698)) erfiillt ist. Wir behaupten,

dass es dann zu jedem n € N ein y,, € K und z, € K sowie t, € A geben muss mit

[ (tns yn) = f (s 20)| > nlyn — 2. (699)

[In der Tat: wire dem nicht so, so gidbe es ng € N mit |f(¢,y) — f(t,2)] < noly — 2| fur
alle t € A und y,z € K. Dann wire aber L* := ng eine zuléssige Lipschitzkonstante,
was unserer Annahme widersprechen wiirde|. Man beachte, dass y,, # z, fir alle n € N|
denn y,, = z, widerspréache . Wegen der Kompaktheit von A und K gibt es nun eine
Teilfolge (I,,) C N,I,, = oo, sowie t* € A, y*, z* € K mit t;, — t*, y,, = y* und z, — z*
(HA). Wir behaupten nun, dass y* = z*. Dazu

) o1 .1
" — 2" = lim |y, — 2,| = lim —(la|y, —2,]) < Hminf —[f(t,, 9,) — f(t,, 2,)]
(700)

1 2
< timinf (£t )| + £ (1, 1,)]) = liminf = sup |f(r,w)| =0, (701)

n N0 b (rw)EAXK

da I, — oo und sup(, ,eaxr |f(T,w)| < 0o, da A x K C I x G kompakt ist (HA)
und stetige Funktionen auf kompakten Mengen stets ein endliches Maximum annehmen.
Es folgt y* = 2*. Wir werden nun verwenden, dass wir in einer Umgebung von (¢*,y*)
eine lokale Lipschitzabschitzung haben: Es gibt ndmlich ein € = €(t*,4*) > 0 und r =
r(t*,y*) > 0 sowie L = L(t*,y*) > 0 mit

|f(t ) = F(E )l < Liyy — g2 VE€ (" — 6,87 +€) Yy1, 42 € Br(yo). (702)

Beachte: Da vy, 2z, — y* und t,, — t* gibt es auch ny € N mit v, , 2, € B,(yo) sowie
t, € (t* — €,t* + ¢€) fiir alle n > n;. Dann gilt mit

lnlyi, — 21,| < ti, ) — ft,,2,)| < Ly, —2,| Yn > n;. 703
|y, ln\|f(zn3/l) [t l)\ |y Il 1 (703)

Day,, # z, (sieche Anfang des Beweises), gilt also {,, < L fiir alle n > n;. Dies widerspricht
der Tatsache, dass [, — co. Die Behauptung ist gezeigt.

. J

Der Kniff ist nun: Bleibt die Loésung in einem Kompaktum, so ldsst sich die lokale
Lipschitz-Bedingung durch eine globale Lipschitz-Bedingung “ersetzen”. Da Losungen bei
einer globalen Lipschitzbedingung stets global sind, muss also in diesem Fall die Globalitét
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folgen. Man schliefit daraus, dass eine maximale Losung entweder global ist oder jedes Kom-
paktum verlassen muss. Hierzu ist zu sagen, dass diese Aussage beidseitig gelten muss, fiir
Details verweisen wir auf das folgende Lemma: Das sogenannte Escape-Lemma.

r

Lemma 123. ESCAPE-LEMMA. Es sei I = (a,b), f € C°(I x G;R") erfiille eine lokale
Lipschitz-Bedingung und y € C'(I,,42; G) die eindeutige maximale Losung des AWP

{ym = f(t,y(t)) (t € Lnas)

y(to) = 1o, (704

Ferner sei [,4, = (t_,t4) mit t_ < ty < t,. Falls es ein K C G kompakt gibt, sodass
y(t) € K fiir alle t € [to,t,), so gilt t; = b. Analog: Falls y(t) € K fiir alle t € (t_,t], so
gilt t_ = a.

Beweis. Es sei K C G kompakt mit y(¢) € K fur alle t € [ty,t;). Dann gibt es (HA)
€ > 0 mit

dist(z,R"\ G) > ¢ Vze K. (705)
Setze nun
Be(K) = {z e R" : dist(z, K) < 5} (706)
und 3
K = {z e R" : dist(z, K) < §}. (707)

Man zeigt leicht (HA), dass B¢ (K) offen und beschriinkt ist und K kompakt ist. Ange-
nommen ¢, < b. Wihle ¢, € (t;,a) und setze A := [to,¢44]. Nach Proposition [122] (p.
, erfiillt f dann eine Lipschitz-Abschétzung (wie (698)) auf A x K, insbesondere also
auch auf der Teilmenge (t,?11) X B¢ (K). Das heifit, es gibt ein L* > 0 mit

|f(ty1) = fty)| < Lflys —yo|  VE € (fo,t4y) Y1, 92 € Be(K). (708)
Nach dem Satz von Kirszbraun (Proposition [114] p. [113) gibt es dann F € C°((to, t4+4) X
R™; R™) derart, dass F eine globale Lipschitz-Bedingung erfiillt und F |( =

to,t++)x B (K)
f}(to,t++)xB%(K)' Wiihle nun ¢, € [to,t;). Das AWP

(1) = F(t,2(0)) (£€ (1o, t1) 209)
z(t1) = y(t)
hat nach der globalen Version von Picard-Lindel6f eine eindeutige Losung
z € C'((tg,t44); R™). Beachte, dass fiir t € (to,t,) gilt
y'(t) = f(t,y(t) F(t,y(t)). (710)

y(t)eK
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Da auch y(t1) = y(t1) gilt also

{ysz@mm (t € (Fo. 1) )

y(t1) = y(t1)

Deswegen (und wegen ((709))) 16sen sowohl y’ (o) als auch z| (forts) dasselbe AWP ([711]).
fots)’ Insbesondere gilt z(t) € K fiir alle

t € (to,t;) und wegen der Abgeschlossenheit von K gilt daher auch z(t) € K fiir alle ¢t €
(to,t4]. Wihle nun ¢ € (¢,,t,,) sodass 2(t) € B (K) fiir alle t € (to, t). Ein solches t gibt
es wegen der Stetigkeit von 2 und der Tatsache, dass dist(K, B (K)¢) > 5 > 0. Deswegen
muss 2(t) € Bg(K) noch “iiber ¢, hinaus” gelten. Wir definieren nun w : (t_,t) — R"

durch
Mﬂ:{mwteuﬂux m12)

Damit gilt wegen der Eindeutigkeit y‘ (torts) = z| (

2(t) t € (to,1).

Dass sich die beiden Fiélle {iberschneiden spielt keine Rolle, denn wir wissen ja, dass y
und z auf (¢,t,) iibereinstimmen. Es gilt daher w € C*((t_,); R"). Ferner gilt w(ty) =
y(to) = yo und fiir t € (t_,t,)

w'(t) =y (t) = f(ty(t) = f{t,w(t)), (713)

sowie fiir t € (to, 1)

ft,=2(t) = f(t,w(?)). (714)

2(t)eBg (K)

Daher hat man

(715)

{ww:fwww>teaﬂﬂ
w(ty) = Yo,

d.h. w ist eine Losung auf (¢_,¢). Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit von y, da

(t_,t) 2 (t—,t4) = Imar- Man kann analog vorgehen wenn man die spiegelbildliche Aus-
sage fiir t_ zeigen will. Dies fithren wir nicht im Detail vor.

J

Das eingangs formulierte Maximalitdtskriterium (siehe Satz [96] (p. [03)) fillt sofort als

Konsequenz heraus

r

N\

Wdh. Satz[96] (p. [93]). MAXIMALITATSKRITERIUM. Es seien I = (a,b), —0o <a < b <
0o, und (tg,y0) € I x G. Ferner erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitz-Bedingung
und es sei J = (t_,t,) C I. Es sei y € C'(J; G) eine Losung von

{ymzf@mm (teJ)

y(to) = 1o (716)

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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1. J = I und ¥ = Ymaz-

2. Es gilt t, = b oder

e : n 1 B
hnglt}rnf min {dlst(y(t),R \ G), W} = 0. (717)
Ferner gilt ¢ = a oder
lim inf min {dist( (t),R"\ G) ;} =0 (718)
i s i1

Hierbei verwenden wir fiir den Fall G = R die Konvention dist(z, ) = oo fiir alle z € R™.

J

Beweis von Satz (p. [93). Es seien I = (a,b), f € C°(I x G;R") lokal Lipschitz und
J,y wie in der Aussage. Wir zeigen zunéchst 1. = 2. Dazu sei ¥ = Ymaz € C'(Lnae; G) die
maximale Losung mit I,,., = (t_,ty). % Es gilt ¢, = b oder

P : n 1 B
htrgtlff min {dlst(y(t), R™\ G), W} = 0. (719)

Angenommen ([719) gilt nicht. Dann gibt es € € (0,1) und f € 40, t < t, mit

1 -
d.h. fiir alle t € (¢,¢,) hat man
. n 1 1
Setze nun
K.:=B:1_(0)U{z € R" : dist(2,R" \ G) > €}. (722)

Man iiberzeugt sich mit leicht davon, dass K. kompakt ist (HA) und y(t) € K.
fiir alle t € (¢,t,). Ferner gilt, dass y([to,]) kompakt ist, denn y ist stetig auf [ty,] und
stetige Funktionen bilden kompakte Mengen stets auf kompakte Mengen ab. Setze also
nun K := y([to,t]) U K.. Die Menge K ist als Vereinigung kompakter Mengen wiederum
kompakt (HA). Ferner gilt, wie eine leichte Fallunterscheidung zwsichen t € [to, ] und
t € (t,ty) zeigt, dass

y(t) € K Vt e [to,t,). (723)
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Aus dem Escape Lemma (siehe ) folgt nun, dass ¢, = b. Wir haben damit also gezeigt,
dass ty = b oder

. . . : n 1 —

htrgtlff min {dlst(y(t), R™\ G), W} = 0. (724)
Mit exakt derselben Argumentation zeigen wir auch ¢t_ = a oder

. . . : n 1 —

htrgtl?f min {dlst(y(t), R™\ G), W} = 0. (725)

Die Richtung 1. = 2. ist gezeigt. Nun zu 2. = 1. Falls £, = b und {_ = a, so haben
wir bereits eine grofitmogliche Losung, und somit ist klarerweise J = (a,b) = I,4. €in
maximales Losungsintervall. Falls

h}E}?f min {dist(y(t), R™\ G), m} =0 (726)

so ist die Losung y eine nicht-fortsetzbare Losung, denn entweder ist sie unbeschrankt
oder jede Fortsetzung miisste am Rand des Gebietes GG beginnen. Beides ist nicht zuléssig.
Laut Lemma (p-|122)) ist nun aber jede nicht-fortsetzbare Losung gleich die maximale
Losung.

. J

Wir haben nun ein Kriterium kennengelernt, welches dquivalent zur Maximalitét ist.
Ferner kann es benutzt werden, um Globalitit zu zeigen: Gilt fiir eine maximale Losung

1
lim inf min < dist(y(¢),R" \ G), ———— 0, 727
mjnt i {dist (0. B\ G). i | 7 (127)
so gilt t, = b, d.h. die Losung existiert so lang wie nur moglich. Wir werden nun lernen,
wie wir ([727)) in konkreten Anwendungen nachpriifen kénnen, ohne die Losung explizit zu
kennen.

4 N\

Beispiel 124. RECHTSGLOBALITAT MIT HILFSFUNKTION. Wir betrachten das DGL-
System

{yi (t) = —y1(t)* + 1 (t)y2(t)? cosh(ya(t)) (728)

Yo (t) = —y2(t) — yr(£)*y2(t) cosh(ya(t))

BEHAUPTUNG: Fiir alle yo = (y10,%20)7 € R? gibt es eine maximale Losung y : Iy, — R?
von ([728)) mit y(0) = yo und I,,4, D [0, 00).
BEGRUNDUNG.

SCHRITT 1. Existenz einer maximalen Losung. Hierfiir miissen wir nachrechnen, dass
f: R x R? — R? definiert durch

(729)

£ (w2 (—zf + 22 cosh(zg))

—29 — 2329 cosh(zy)

Eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt. Hierfiir geniigt es nach Proposition (p. Al
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zeigen, dass f in beiden Variablen zi, 25 stetig differenzierbar ist. Dies ist den Lesenden
als Ubungsaufgabe iiberlassen. Mit der lokalen Version von Picard-Lindelof schlieen wir
die Existenz einer eindeutigen maximalen Loésung von

"(t) = f(t,y(t
¥(0) = (Yo,1,Yo,2)-
Diese sei im Folgenden gegeben durch y € C(I,,,4,; R?).

SCHRITT 2. Rechtsglobalitit. Z7: 0. D [0,00). Es sei Iyee = (t_, ¢4 ) mit t- < 0 < ¢4,
da to = 0 ja der Anfangswert ist. Angenommen ¢, < oco. Dann gilt nach ([731])

e : 5 1 _
htrI_lﬁlilf min {dlst(y(t),]R \ G), W} =0. (731)

Da G = R? ist der erste Term in dem Minimumsausdruck konstant gleich unendlich und
damit fiir die Minimumsbildung in ((731)) vernachlissigbar. Wir schliefen

liminf ———— = 2

it 1 = (732)
d.h.

limsup |y(t)| = oc. (733)

t—t 4

Betrachte nun h(t) := |y(¢)|*> = y1(¢)* + y2(t)* und berechne

=2(— ()" + 11(1)*y2(t)? cosh(ya(t)) — y2(t)? — y1()*ya(t)* cosh(ya(t)))
= —2y1(t)* — 2ua(t)?

Damit ist A monoton fallend und es gilt fiir alle ¢t € (0,¢,)

ly(t)]> = h(t) < h(0) = |yol* = ¥51 + ¥io- (734)

(O < \/¥51 + s VEE(0,t4). (735)
limsup [y(t)| < /y31 + V3., (736)
t—ty

Insbesondere gilt

Daher gilt auch
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ein Widerspruch zu (733). Es folgt, dass die Annahme falsch sein muss und daher gilt
t, = o0o. Die Behauptung ist gezeigt. Bei dem Beweis war die Monotonie der Hilfsfunktion
h von entscheidender Bedeutung. Diese muss man leider fiir jedes Problem aufs Neue

“erraten”. In manchen Fillen kann aber auch ein Integral der Bewegung die Rolle einer
solchen Hilfsfunktion iibernehmen, sieche Ubung (p. .

(. J

4 )

*Ubung 125. RECHTSGLOBALITAT DURCH KONTROLLE DER NORM. Betrachten Sie
fiir einen beliebigen Anfangswert yo = (yo.1, Yo2)? € R? das Anfangswertproblem

yi(t) = —ya(t)
Yo (1) = yu(t) + (1 = 7 (1) — 43 (1)) (1) (737)
(%1(0),%2(0)) = (Yo,1, Yo,2)-

Zeigen Sie: Es existiert eine maximale Losung Ymae = (Y1,%2) : Imee — R?, die auch
rechtsglobal ist, d.h. I,,4: D [0, 00).

HINWEIS: Betrachten Sie f'(t) fiir f(t) := |y(¢)|?.

SINN DER UBUNG. Hier sieht man, dass man eine Kontrolle der Norm auch erreichen
kann, wenn sie nicht zwingend monoton fallend ist.

| J

4 )

Ubung 126. LYAPUNOW-FUNKTIONEN. Es erfiille f € C°(R x R™;R") eine lokale Lip-
schitzbedingung. Eine Funktion V' € C*(R™;R) heifit Lyapunow-Funktion fiir f, falls

o gradV (z) - f(t,2) <0 fiir alle (£,2) € R x R”
e V1((—o0,]) ist kompakt fiir alle ¢ € R.

1. Es sei nun fiir ein beliebiges 3y, € R™ das AWP

{y’(t) = f(t.y(1)) (738)
y(to) = Yo
gegeben, wobei f eine Lyapunow-Funktion besitzt. Zeigen Sie, dass I D [to, 00).
2. Es sei E € C'(R™";R) und
f(t,z) = —grad E(z) V(t,z) € R". (739)

Zeigen Sie, dass F eine Lyapunow-Funktion fiir f ist, falls £~!((—o0, c]) kompakt
ist.

SINN DER UBUNG. Hier wird die Technik aus dem vorigen Beispiel verallgemeinert: Man
zeigt Globalitdt, indem man die Bedingung ausschlieft. Um dies tun zu koénnen,
muss man das Ezplodieren der Losung verhindern. Im vorigen Beispiel haben wir das
Explodieren dadurch verhindert, dass die euklidische Norm entlang einer Lésung abnimmt.
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In dieser Ubung werden wir dies verallgemeinern: Die allgemeine Lyapunow-Funktion V
nimmt entlang der Losung ab. Ein grofler Anwendungsbereich sind hier Gradientenfliisse,
d.h. Losungen von

Y (t) = —grad E(y(t)). (740)

3.2.2 Das Lemma von Gronwall

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass wir die Globalitit dadurch zeigen kénnen,
dass Kompakta in endlicher Zeit nicht verlassen werden. Um das Verlassen von Kompak-
ta auszuschliefen, miissen wir das Wachstum von Ldésungen verstehen. Ein fundamentales
Tool hierbei ist das Lemma von Gronwall, benannt nach dem schwedisch-amerikanischen
Mathematiker T.H. Gronwall (1877-1932). Mit ihm kann man nicht nur das Wachstum von
Losungen verstehen, sondern auch das Wachstum von Funktionen von Losungen. Dies er-
laubt uns zum Beispiel auch, zu quantifizieren, wie stark sich Losungen zu verschiedenen
Anfangswerten unterscheiden.

e N

Lemma 127. DAS LEMMA VON GRONWALL. Es seien ug,ty, T € R, to < T, und u,v €
C([to, T]; R) zwei Funktionen mit v(¢) > 0 fiir alle ¢ € [ty, T]. Es gelte fur alle t € [to, T

u(t) < ug +/ u(s)v(s) ds. (741)

to

Dann folgt fiir alle ¢ € [to, T

u(t) < g exp ( /t: o(s) ds) | (742)

. J

4 \

Beweis. Es sei ¢ > 0. Betrachten wir die Funktion h,. : [ty, T] — R gegeben durch

ho(t) = (uo + ) exp ( /t:v(s) ds) | (743)

Wir stellen fest, dass h.(ty) = ug + € und

h.(t) = (up +€) exp (/t v(s) ds) (t) = v(t)he(t) (744)

Nach dem Hauptsatz der Differential -und Integralrechnung gilt

t

t

he(t) = he(to) + / h.(s) ds = (ug + €) + / he(s)v(s) ds. (745)
to to

Zwischenbehauptung. Wir behaupten, dass u(t) < h.(t) fir alle t € [to, T.

Beweis der Zwischenbehauptung. Wir fithren den Beweis durch Widerspruch. An-

genommen, es gibe ein t € [to, T] mit u(f) > h.(f). Wir arbeiten mit dem Prinzip des
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kleinsten Verbrechers, d.h. wir setzen
= inf{t € [to, T] : u(t) > h.(t)}. (746)

Dies ist wohldefiniert, da wegen unserer Annahme das Infimum iiber eine nichtleere Menge
gebildet wird. Beachte, dass 7 > tp, denn mit t = ¢4 in sieht man u(ty) < up <
ug + € = he(ty), weswegen aus Stetigkeitsgriinden u(t) < h.(t) fiir t € [to,to + ), § > 0
klein genug, gilt. Da 7 der kleinste Zeitpunkt des Ubersteigens ist, muss gelten, dass

u(t) < ho(t) fir alle t € [to, 7). (747)

Dies impliziert wegen der Stetigkeit auch, dass u(7) < h(7). Da u aber h, direkt nach 7
tibersteigen wird (siehe ([746))), gilt sogar

u(t) = he(T). (748)
Andererseits gilt wegen der Annahme ([741))

u(T) < wup + /tT u(s)v(s) ds E oo up + / (749)
<u0+€+/7h()(s)ds = h.(7). (750)

Dies zeigt u(T) < h(7), was ein offensichtlicher Widerspruch zu (748) ist. Die Zwischen-
behauptung ist gezeigt. Wir folgern daher fiir alle ¢ € [to, T und € > 0

w(t) < ha(t) = (ug + ) exp ( /t:v(s) ds) (751)

Lassen wir € — 0 streben, so erhalten wir (742)).

|\

I"Jbung 128. LINEARE DIFFERENTIALUNGLEICHUNGEN.
Es seien a,b € C°(I;]0,00)) und z € C'(I;R) so, dass

{z'(t) <a(t)z(t)+b(t) Vtel. (752)
z2(to) < Yo
Ferner sei y € C'(I,R) die eindeutige Losung von
{y’(t) a(t)y(t) +b(t) (L€ ). (753)
y(to) = vo

Zeigen Sie, dass z(t) < y(t) fiir alle t € I mit ¢ > t,.
HINWEIS. Zeigen Sie eine Abschitzung der Form wie in (741)) fiir u := 2z —y
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SINN DER UBUNG. Dies ist ein wichtiges Tool, um Losungen abzuschétzen. Wir werden
es im Laufe dieser Vorlesung zwar nicht benutzen, aber Differentialungleichungen haben
in der Forschung durchaus eine grofle Bedeutung. Manchmal wird in der Literatur das
Gronwall-Lemma so formuliert!

Wir wollen nun lernen, das Gronwall-Lemma zu benutzen, um Globalitéit von Losungen
zu zeigen. Wir werden in der folgenden Proposition eine Wachstumsabschéatzung fiir f dis-
kutieren, die benutzt werden kann, um eine Blow-Up-Situation auszuschliefen.

e N

Proposition 129. GLOBALITAT DURCH LINEARES WACHSTUM. Es erfiille f € CO(I x
R™; R™) eine lokale Lipschitz-Bedingung und sei t; € I, yo € R™. Ferner gebe es ¢ €
C°(I;[0,00)) mit

1f(s,2) <e(s)(1+|z]) VselVzeR"™ (754)

Es sei das AWP

"(t) = f(t,y(t tel
y(to) = yo
gegeben. Dann gibt es eine eindeutige globale Losung y € C*(I; R™).

Beweis. Es sei [ = (a,b). Existenz einer eindeutigen maximalen Losung y € C1(I,,4,; R™)
folgt aus der lokalen Lipschitz-Bedingung, siehe Satz (94| (p. 91). Es sei 0. = (t_,t4) C
(a,b).
Schritt 1. Wir zeigen ¢, = b. Angenommen ¢, < b. Das heifit auch insbesondere ¢, <
co. Dann gilt nach dem Maximalitétskriterium (Satz [96] p. (angewendet auf den
Spezialfall G = R™)

1

minf L
it e (756)
d.h.
lim sup |y(t)| = oo. (757)
t—t g

Wir werden nun mithilfe des Gronwall-Lemmas zeigen, dass ([757)) nicht eintreten kann.
Wiéhle T € [to, t,) beliebig. Wir machen fiir ¢ € [ty, T] folgende Beobachtung

()] = [(w(&) = yo) + vol < ly(t) — vol + [vol (758)

/t y(s) ds / F(s,9(s)) ds
< lyol + / (s, ()] ds = [yo] + / () (1 + y(s)]) ds (760)

to

= |yo| + < lyol + (759)

= |yo| +/ c(s) ds +/ c(s)|y(s)| ds (761)

to

< Jyol + / " e(s) ds + / 1y(s)le(s) ds. (762)
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Wir sehen nun, dass (741)) erfiillt ist fir u(t) := |y(¢)|, v(t) := c(t) und vy := |yo| +
j:z:“ c¢(s) ds. Man beachte, dass uy € R, da ¢ auf dem kompakten Intervall [ty,t,] stetig

ist und daher beschréankt ist — weswegen f;f c(s) ds < oo sofort aus t, < oo folgt. Fiir
diese Wahlen von w, v, ug gilt nun also

u(t) < wug+ /tu(s)v(s) ds. Vt € [ty,T] (763)

to

Mit dem Lemma von Gronwall folgt

u(t) < g exp < /t:v(s) ds) Vi € [to, T), (764)
" y(1)] < (|yo\+ / c(s) ds) xp ( /t:"(s) ds) Vi € [to, 7). (765)

Da T <ty beliebig war, folgern wir
ty ¢
001 < (ol + [ty as)en ([ coras) welwe) 0
to to
Daher berechnen wir

lim sup |y (1)] < <|y0| + / ") ds) exp ( /: o(s) ds) < oo, (767)

t—ty to

ein Widerspruch zu (757). Dies zeigt ¢t = b.
Schritt 2. Wir zeigen t_ = a. Betrachte dazu das AWP

Z(t) = —f(=t,2())
768
{Z(—to) = Yo- ( )

Noch préziser
Z(t) = g(t, 2(t))

769
{Z(—tO) = Yo, (768)
wobei g € C°((=b, —a) x R™;R") definiert ist durch g(t,w) := —f(—t,w). Unser neues

Intervall auf dem das AWP gestellt ist, ist also (—b, —a). Man zeigt leicht, dass g auf
(—=b,—a) x R™ eine lokale Lipschitz-Bedingung erfiillt und es daher eine eindeutige maxi-

male Losung auf einem Teilintervall von (—b, —a) gibt. Beachte nun, dass z(t) := y(—t),
t € (—ty,—t_), eine Losung von (768 ist. In der Tat:

Z(t) = =y (=t) = = f(=t,y(=1)) = —f (=1, 2(2), (770)

z(—to) = y(to) = yo- (771)
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Zwischenbehauptung. Die Losung z : (—t4,t_) — R" z(t) = y(—t) ist auch die
maximale Losung fiir (768). In der Tat: Es sei Z € C'((c, d); R™) eine weitere Losung von
(768). Definiere g : (—d, —c) — R"

g(t) :=z(—t) firte (—d, —c). (772)
Dann gilt

Jt) ==Z(=t) = =[f(t,2(=1)] = f(t, (1)), (773)

d.h. g 16st (755)). Damit ist — aufgrund der Maximalitdt von y — 7 eine Einschrankung
von y, d.h. (=d,—c) C (t_,t;) und g(t) = y(t) fir alle t € (—d,—c). Wir folgern, dass
(¢,d) C (—ty,—t_) und fir alle t € (¢, d) gilt

() = y(=t) = y(=t) = 2(t). (774)

Es folgt die Maximalitéit von z. Daher ist (—t,, —t_) auch das maximale Existenzintervall
fiir (768). Nehmen wir nun an, dass ¢ > a. Dann gilt —t_ < —a. Allerdings erfiillt die

Funktion ¢ aus
9(s,2)| = [ = f(=s,2)| = | f(=s,2)] < e(=s5)(1+ [2]) ”

&(s):=c(—s)

é(s)(1+2]) (775)

Fiir ein ¢ := ¢(—(-)) € C°%(—b,—a);[0,00)). Aus Beweisschritt 1 folgt, dass dann die
maximale Losung von (769)) bis zum grofitmoglichen Zeitpunkt —a existieren muss. Dies
zeigt

— t_ = Maximalpunkt der maximalen Losung von (769) = —a, (776)

mit anderen Worten ¢t_ = a. Die Behauptung ist gezeigt.

(. J

e N

Beweisreflexion 130. Die Technik aus Schritt 2 des vorigen Beweises kann allgemein
als Umkehren der Zeit beschrieben werden. Wollen wir Aussagen {iber den Minimalpunkt
t_ machen, so konnen wir stattdessen die zeitumgekehrte Gleichung betrachten und
Aussagen iiber den Maximalpunkt der Losung der zeitumgekehrten Gleichung machen.

Der Maximalpunkt der zeitumgekehrten Gleichung ist dann — wie wir im Beweis
gesehen haben — exakt das Negative vom Minimalpunkt der urspriinglichen Gleichung.
Somit miissen wir eigentlich nur Maximalpunkte studieren. Daher kiimmert es uns auch
nicht, dass wir im Lemma von Gronwall T" > t; vorraussetzen miissen.

(. J

Die Globalitédtsbedingung nennen wir ab sofort lineare Wachstumsbedingung. Sie trifft
automatisch zu, wenn die Funktion f eine globale Lipschitz-Bedingung erfiillt. Daher kann
die Globalitdtsaussage in der vorigen Proposition auch als eine Erweiterung der Globa-
litdtsaussage im globalen Satz von Picard-Lindel6f verstanden werden.

{["Jbung 131. LIPSCHITZBEDINGUNG UND LINEARES WACHSTUM. Es erfiille f € C°(I x w
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R™; R™) eine globale Lipschitz-Bedingung. Zeigen Sie: Dann gibt es ¢ € C°(I; [0, 00)) mit
1f(s,2)] <e(s)(1+]z]) VselVzeR™ (777)

SINN DER UBUNG: Man sieht, dass das lineare Wachstumskriterium der vorigen Propo-
sition die Globalititsaussage im globalen Picard-Lindelof erweitert.

| J

Jetzt sollten wir vielleicht noch feststellen, dass die Menge von Funktionen, die die lineare
Wachstumsbedingung erfiillen auch strikt groffer ist als die Menge der Funktionen, die eine
globale Lipschitz-Bedingung erfiillen. Ansonsten hétte Proposition [129] ja keinen Mehrwert
fiir uns. In der nichsten Ubung sehen wir also ein Beispiel fiir eine nicht global Lipschitz-
stetige Funktion, die aber eine lineare Wachstumsbedingung erfiillt.

( )

Ubung 132. ANWENDUNG DES GLOBALITATSKRITERIUMS. Gegeben sei die DGL
' (t) = sin(y(t)?) + (778)

(a) Zeigen Sie: f : R x R — R, f(t,2) = sin(z?) + ¢ erfiillt eine lokale Lipschitz-
Bedingung, aber keine globale Lipschitz-Bedingung.

(b) Zeigen Sie: Fiir alle (to,y9) € R x R gilt, dass das AWP

(o o en

eine eindeutige globale Losung y € C'(R; R) besitzt.

SINN DER UBUNG. Bislang war nur eine globale Lischitz-Bedingung ein “Blankoscheck”
fiir die Globalitét einer Losung. Im Falle von nicht global Lipschitzstetigen Funktionen
gibt es einen solchen Blankoscheck nicht: Wir mussten stets mit der Struktur der Glei-
chung arbeiten, um Escape-Situation und Blow-Up-Situation auszuschliefen. Die lineare
Wachstumskriterium ist nun ein weiterer “Blankoscheck”. In der Ubung soll man se-
hen, dass mit dieser Bedingung tatséchlich eine grofiere Klasse von Funktionen untersucht
werden kann.

Anwendung des Globalitéitskriteriums auf lineare Gleichungen.
Wir sind nun endlich in der Lage, Satz 37| (p. zu zeigen, den wir lange aufgeschoben
haben. Dieser Satz besagt, dass jede lineare Differentialgleichung der Form

y(t) = A)yt) (tel) (780)

wobei A € C°(I;C™*") eine Fundamentalmatriz besitzt. Zur Erinnerung: Eine Fundamen-
talmatrix ist eine n X n-matrixwertige Abbildung ¢ — M(t),t € I mit den folgenden Eigen-
schaften

1. M(t) ist invertierbar fiir alle ¢t € 1.
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2. Die allgemeine Losung von ([780)) ist gegeben durch
L=A{y(t)=M(t),(tel)|ceC"}. (781)

Wir werden den Satz hier nur fiir reellwertige Matrixabbildungen A € C°(I; R™ ") zeigen.

Fiir komplexwertige Matrixabbildungen kénnten wir aber genauso vorgehen — wir miissten
nur den Satz von Picard-Lindel6f nur im Komplexen formulieren. Dies ist ohne Abdnderungen
moglich. Wir verzichten an dieser Stelle aber aus pddagosichen Griinden darauf.

-

"

Wdh. Satz , p- (fiir reellwertige Matrizen).

EXISTENZ EINER FUNDAMENTALMATRIX. Es sei A € C°(I;R™"). Zu jedem linearen
DGL-System der Form v/(t) = A(t)y(t), (t € I) gibt es eine Fundamentalmatrix ¢ — M (t)
in C'(I;R™"). Insbesondere bildet die Menge aller Losungen einen (R—)Vektorraum der
Dimension n. Ferner hat fiir alle yg € R™ und ¢y € I das Anfangswertproblem

{y'<t> = AWy(t) (tel) (782)
y(to) = Yo
eine eindeutige Losung, gegeben durch

y(t) = M(t)M(to) 'y (t € 1). (783)

J

(

~

Beweis von Satz p- (fiir reellwertige Matrizen).. Wie vorhin angesprochen
machen wir die (unwesentliche) Vereinfachung, dass A € C°(I;R™ ") eine reellwertige
Matrixabbildung ist.

Schritt 1: Beschaffung linear unabhéngiger Losungen auf I. Wéahle nun ty € I beliebig.
Fir ¢ € {1,...,n} betrachte nun die Anfangswertprobleme

/
yi(t) = A(t)yi(t) (784)
vi(to) = e,
wobei e; wie immer der i—te Einheitsvektor ist. Wir behaupten, dass es fiiralle: =1, ...,n
Losungen y; € C'(I;R") von gibt. Insbesondere muss also gezeigt werden, dass die
maximalen Losungen y; von global, d.h. auf ganz I definiert, sind. Hierzu verwenden
wir das Kriterium aus Proposition [129, Es sei f : I x R™ — R" gegeben durch

F(t.2) = A(t)z. (785)

Mit Proposition (p. zeigt man leicht, dass f einer lokalen Lipschitz-Bedingung
geniigt. (Beachte hierfiir, dass die Funktion f in Proposition |97 nur nach der z-Variablen
differenzierbar sein muss — Differenzierbarkeit nach der ¢-Variablen wird nicht benotigt).
Wir miissen zeigen, dass f das Kriterium erfiillt, d.h. es existiert ¢ € C°(I; [0, 00))
mit

1f(t,2)] =|A({t)z] <c(t)(1+4|z]) VtelVzeR" (786)

139



Dazu schreiben wir A(t) = (a;(t))};—,t € I, wobei ay; € C°(I;R) die einzelnen Eintréige
sind. Dann gilt nach Definition der Matrix-Vektor-Multiplikation

n

filt2) = ag(t)z (787)

k=1

Mit der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung finden wir

(2] = D am(®)zi] <D lag(®)] 2] (788)
k=1 k=1
<o D lam@®2 | D 1zl = |z (789)
k=1 k=1
Daher gilt
|f(t.2)] < (790)
(791)
wobei wir hier
c(t) = (792)

gesetzt haben. Wir haben ([754) damit nachgewiesen und somit folgt die Globalitéit der
Losungen y; fiir alle : =1, ..., n.
Schritt 2. Konstruktion der Fundamentalmatrix. Wir definieren nun fiir ¢t € I die Matrix

M(t) := (g (B)].-yn(t)) € R* (793)

und behaupten, dass M eine Fundamentalmatrix ist.

Schritt 2.1: Beweis der Invertierbarkeit. Dazu zeigen wir zunéchst, dass M (t) fiir alle
t € I invertierbar ist. Hierzu fixieren wir ¢; € I beliebig. Nach einem Satz aus der linearen
Algebra ist die Invertierbarkeit von M (t;) dquivalent zu der Tatsache, dass alle Spalten
von M (tq), sprich {y1(t1), ..., yn(t1)} linear unabhéngig sind. Dies zeigen wir im Folgenden.
Angenommen es gibt A, ..., A\, € R mit

Zn: Aiyi(t) = 0. (794)
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Za zeigen ist, dass \; = ... = \,, = 0. Wir behaupten zunéchst, dass gilt

> Awi(t)=0 Vtel (795)
i=1
Hierfiir definiere man .
() =Y Auilt) (796)
i=1

Wir werden im Folgenden nachrechnen, dass

{w) = A (te) (797)

§(t1) =0

Hieraus wiirde bereits folgen, dass & = 0. In der Tat: die Nullfunktion ist eine Losung
desselben AWP ([797). Da die Losung von ([797)) aber eindeutig sein muss, folgt sofort
¢ = 0. Nun zeigen wir noch ((797)). Dazu:

n

€0 =S Auilt) = S NAW (L) = AW (Z Az-yi<t>> — AW, (199

=1

Dass £(t1) = 0 ist folgt aus (794)). Wir haben (795 gezeigt. Setzen wir in (795|) aber t = t,
ein und verwenden, dass nach (784)) y;(to) = e;, so erhalten wir

i=1 i=1
Daraus folgt also (A1, ..., \,) =0, d.h. A\; = ... = A\, = 0. Die Behauptung ist gezeigt.

Schritt 2.2: Beweis von (781]). Zunichst zeigen wir, dass fiir alle ¢ = (¢y, ..., ¢,) € R™ die
Funktion y(t) := M (t)c, (t € I), eine Losung der DGL definiert. Dies folgt direkt aus der
Beobachtung, dass

y(t) = M(t)e = M(t)(crer + ... + cnen) = et M(t)ey + ... + e M (t)e, (800)
=c1y1(t) + ... + cyn(t).
Da vy, ...,y, € L und L ein Vektorraum ist, folgt mit der obigen Gleichung y € L.

Als néchstes zeigen wir, dass jede beliebige Losung die Gestalt in (781f) hat. Es sei dazu
y € C'(I;R") eine beliebige Losung. Definiere nun ¢ := y(ty) € R™. Dann lést y das AWP

{y'(t) = A(t)y(t) (tel),

y(to) = c. S0
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Setze nun z(t) := M(t)c ) U (t) + ... + coyn(t), (t € ). Mit (800) sieht man

2(to) = crya(to) + ... + cuyn(to) = cre1 + ... + cpen, = c. (802)

Da 2z aber nun auch (wieder wegen (800)) 2/(t) = A(t)z(t) erfiillt, 16st z dasselbe AWP wie
y (also (801]))! Mit der Eindeutigkeit der maximalen Losung folgt z = y. Die Existenz einer
Fundamentalmatrix ¢ — M (t) ist somit bewiesen. Der Rest der Aussage wurde bereits in
Kapitel 1 auf Seite [32[f. (im Teilbeweis zu Satz gezeigt.

Hiermit haben wir unsere Uberbleibsel aus Kapitel 1 final geklirt.

3.3 Wohlgestelltheit

Wir méchten dieses Kapitel mit einer Bemerkung zum Wohlgestelltheitsbegriff im Sinne von
Hadamard abschlieflen.

Der franzosische Mathematiker Jacques Hadamard (1865-1963) nennt ein mathematisches
Problem wohlgestellt falls folgende Eigenschaften erfiillt sind

(1) Es existiert stets eine Losung.
(2) Losungen sind eindeutig.
(3) Losungen hingen stetig von den Eingangsdaten ab.

Das Problem, welches wir hier untersuchen, ist das Finden einer maximalen Losung fiir
ein Anfangswertproblem. Der Satz von Picard-Lindelof klart hierbei die Punkte (1) und (2).
Punkt (3) ist in unserem Fall als die stetige Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert zu
verstehen. Diese ist auch zutreffend, allerdings muss man hier zunéchst klarstellen wie man
stetige Abhdngigkeit versteht. “Moralisch” ist damit folgendes gemeint: Verdndert man das
Anfangsdatum nur wenig, so verdndert sich auch die Losung nur wenig.

Unter einer globalen Lipschitz-Bedingung ist dies eine leichte Konsequenz aus dem Lem-

ma von Gronwall (Lemma [127] p. [L33).

s N

Satz 133. STETIGE ABHANGIGKEIT. Es erfiille f € C°(I x R"; R") eine globale Lipschitz-
Bedingung mit Lipschitz-Konstante L > 0. Ferner seien y, z € C*(I; R") die eindeutigen
Losungen zu

{y’(t) flty(t) (tel), (303)
y(to) = yo-

{j((t?) :J;ff,z(t)) (tel), (804)

und

Dann gilt
ly(t) — 2(t)] < elt=tol|yg — 20| WVt e I (805)

" J
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Bevor wir dieses Resultat beweisen, sollten wir kldaren, inwiefern es als stetige Abhéngigkeit
aufgefasst werden kann. Es sei dazu J CC I beliebig. Die Losungen y und z wie im vorigen
Satz liegen dann in Cy(J;RY), da sie ja auf J beschrinkt sind. Aus (805) folgt dann (mit

doo(f,9) = supse s [F(1) = 9(t)])

Aoy, 2) < (sup e““O)) 1o — |, (06)
teJ
d.h.
doo(y, 2) < Kdgn(yo, 20), (807)

wobei dgn (Yo, 20) = |yo — 20|, was (HA) eine Metrik auf R™ definiert. Dies zeigt: Fiir eine
DGL

y'(t) = flty(t), (tel), (808)
wobei f eine globale Lipschitz-Bedingung erfiillt, und fiir J CC I ist die Abbildung

A (R, dgn) = (Cp(J;R™),dw), Alyo) := Losung von (808) zum Anfangswert y

eine stetige Abbildung zwischen den beiden oben genannten metrischen Rdumen.

4 \

Beweis von Satz (p. [142).
Schritt 1. Abschitzung (805|) fiir ¢ > t5. Wir arbeiten mit dem Lemma von Gronwall.

Es seien y und z wie in der Aussage. Wir definieren fiir ¢ € 1

u(t) == [y(t) — 2(t)]. (809)

Es sei T > to beliebig. Nun gilt fiir ¢ € [to, T

u(t) = |y(t) — 2(t)] = ‘(yo + /t: y'(s) ds) — <z0 + /t: Z'(s) ds)‘ (810)

= |yo — 20 —|—/t (y'(s) — 2'(s)) ds (811)
smw—%m—lky@>—z@»ds (812)
ﬂ%—m+[Ww@—A@Ms (313)
mﬁMWwwWﬁAU@MW—f@de& (814)

Nun verwenden wir, dass f eine globale Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante L > 0
erfiillt (siehe Definition und erhalten

ut) <l — ol + [ Liyl) = 2(s)] s, 15)

to
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und mit (809) umgeschrieben erhalten wir
t
u(t) < |yo — 20| +/ u(s) - L ds. (816)
to

Nun verwenden wir das Lemma von Gronwall (Lemma [127 p. [133) mit u := |yo — 2|
und v(s) := L (fiir alle s € [ty, T] ). Daher haben wir fiir alle ¢ € [t, T

t
u(t) < ugexp (/ v(s) ds> = |yo — 2o|eXt), (817)
to
mit anderen Worten (da 7' > ¢, beliebig war)
ly(t) — 2()] < lyo — 20le" ) vt > 1y, (818)
also auch
[y(8) = 2(O)] < lyo — zole™ "1 vt > 1o, (819)

Schritt 2: Abschitzung fiir ¢t < ty. Dazu lassen wir wiederum die Zeit riickwérts laufen:
Definiere §(t) := y(—t) und 2(¢) := z(—t). Es 16sen ¢ und Z die DGLn

—f(=ty(=1)) = = (L, 5(t)) (820)

L
—~
~
~—
I
[
<

~
—~
L
~—
I

und analog
#(t) = — f(—t, 5(1)). (s21)
Man hat also, falls I = (a,b)

{q'@) = —f(t.3() (1 € (~b~a)) (522)
y(—to) = yo
und i i
{;(Z; :f(t A1) (te (~b—a)) (823)
Es ist nun leicht zu sehen, dass die Abbildung
fi(=b,—a) xR =R f(t,2) = —f(—t,2) (824)

auch eine globale Lipschitz-Bedingung mit derselben Lipschitzkonstante L > 0 erfiillt
(HA). Daher gilt nach Schritt 1 (wobei wir hier der Zeit den Namen 7 geben)

|5(r) — Z(7)] < "D gy — 5| Vr > —to. (825)
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Substituieren wir 7 := —t und verwenden y(7) = y(—7) = y(t), sowie Z(1) = z(t), so
erhalten wir
ly(t) — 2(t)] < el |yy — 2o VteR: —t > —t, (826)
das heif3t
ly(t) — 2(t)| < eHiollyg — 2] VWt < 1. (827)
Dies und (819)) zeigen die Behauptung.

Wie so oft ist hier wieder die Frage, ob die globale Lipschitz-Bedingung zu einer lokalen
Lipschitz-Bedingung abgeschwécht werden kann. Eine Verallgemeinerung der Aussage von
Satz ist jedoch nicht offensichtlich: Denn die (maximalen) Losungen zu zwei verschiede-
nen Anfangswerten sind ja nichteinmal auf demselben Intervall definiert. Aus diesem Grund
sollte man zufrieden sein, wenn die Losungen fiir kurze Zeit stetig voneinander abhéngen

Auf kleinen Intervallen kann die stetige Abhéngigkeit auch nur unter einer lokalen Lipschitz-
Bedingung erhalten werden.

4 )

Ubung 134. STETIGE ABHANGIGKEIT UNTER LOKALER LIPSCHITZ-BEDINGUNG. Es
erfiille f € C°(I xR"™; R") eine lokale Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante L > 0.
Ferner seien y, z die eindeutigen maximalen Losungen zu

(1) = (b, (1), 29
y(to) = yo-

und

"(t) = f(t, z(¢

2(t) = £(t,2(1)), 29
Z(to) = 20-

Zeigen Sie: Dann gibt es ein § > 0, ein L > 0 und ein r > 0 mit

ly(t) — 2(t)] < elt=tollyg — 20| Wt € (tg — 8,tg+6) V2o € B,(y0) (830)

SINN DER UBUNG. Dies ist nochmal eine gute Ubung fiir global-to-local Techniken. Kann
man die Abschétzung im vorigen Satz fiir kleine Mengen lokalisieren?

4 Awusblick: Autonome Differentialgleichungen

Eine wichtige Klasse von Differentialgleichungen ist gegeben durch DGL’s der Form

y(t)=fly@) (tel) (831)

wobei f € C°(G;R") fiir ein G C R™. Die Funktion f ist hier also nicht explizit zeitabhéingig.
Wir werden sehen, dass wir uns Losungen dieser DGLs vorstellen kénnen wie Partikel in einer
ortsabhdngigen Stromung. Diese Partikel erzeugen dann Bahnen, d.h. Stromlinien. Dieses
Profil von Stromlinien ist fiir jede Differentialgleichung ein Anderes.

Wir werden sehen: Die Stromlinien sagen viel iiber das Verhalten von Losungen aus.
In der Forschung stellt man sich fiir ein gegebenes f € C°(G;R™) zum Beispiel folgende
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Fragen: Sind alle Stromlinien beschrankt? Néhern sich alle Stomlinien einem Punkt an, wie
bei einem Strudel? Bleiben bestimmte Stromlinien in einer vorgegebenen Menge? All diese
Eigenschaften konnen aus der Funktion f herausgelesen werden. In diesem Kontext wird f
auch haufig Stromungsfeld oder Vektorfeld genannt.

4 \

Definition 135. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNG. Es sei f € C°(G;R"™). Eine
autonome Differentialgleichung ist eine DGL der Gestalt

y'(t) = fly(t)). (832)

Eine Losung ist eine Funktion y € C*'(I;R™) (fiir irgendein Intervall I C R), welche (832))
fir alle ¢ € I erfillt.

J

Ein grofler Unterschied bei autonomen Differentialgleichungen: Es ist wegen der Zeitun-
abhéngigkeit von f nicht notwendig, ein bestimmtes Zeitintervall vorzuschreiben, auf dem
man die DGL 16sen will, sondern man lésst einfach beliebige Intervalle I C R zu.

Die grundlegende Beobachtung auf der das Studium autonomer Differentiagleichungen be-
ruht ist die Folgende

Beobachtung 136. SHIFT-INVARIANZ. Es sei y € C'((a,b); G) eine Losung von (832).
Definiere nun fiir ein fest gewéhltes 7 € R die geshiftete oder zeitverschobene Funktion
2(t) .=yt +7), (t € (a—7,b—7)). Dann gilt fiir alle t € (a —7,b —7)

() =y'(t+7) (y(t + 7)) = f(=(1)). (833)

f
Insbesondere ist die geshiftete Funktion z wieder eine Losung der Differentialgleichung
(832). Dies ist eine Besonderheit autonomer DGLs und wiirde nicht funktionieren, wenn
f explizit zeitabhéngig wire. Eine wichtige Konsequenz ist, dass man sich bei Anfangs-
wertproblemen immer auf den Anfangszeitpunkt ¢y = 0 setzen kann, ohne die Eigenschaf-
ten der Losung zu verdndern. In der Tat: Ist fiir yg € G und tg € R y eine Losung des
Anfangswertproblemes

y(to) = wo
so definiert z : (a — t9,b — tp) — R" gegeben durch z(t) = y(t + to) eine Losung von

{Z,(t) = f(z(t)) (t € (a—to,b—tp)) (835)

Dies zeigt, dass es ausreicht, den Anfangszeitpunkt ¢y = 0 zu betrachten, um das Verhalten
aller Losungen zu verstehen.

Als néchstes wollen wir die oben angesprochenen Bahnen definieren. Diese sind Wertemen-
gen maximaler Losungen. Damit maximale Losungen existieren, miissen wir aber ab jetzt
annehmen, dass f eine lokale Lipschitz-Bedingung erfiillt. Damit meinen wir (préziser), dass
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die Abbildung g : R x G — R"™ gegeben durch ¢(t, z) := f(z) eine lokale Lipschitz-Bedingung
erfiillt, denn die DGL hat dann die gewohnte Form ¢/(t) = g(t,y(t)). Da die Zeitkomponente
hier iiberhaupt keine Rolle spielt, bedeutet das konkret, dass es fiir alle zp € G ein r > 0
und ein L > 0 gibt mit

[f(21) = f(22)| < Llz1 — 22| V21,20 € By (%) (836)

4 \

Definition 137. BAHNEN UND FLUSSE. Es erfiille f € C°(G;R") eine lokale Lipschitz-
Bedingung und sei yo € G. Es sei ferner ymee € C'(Inae; G) die eindeutige maximale
Losung zum Anfangswertproblem

{y'<t> = f(y(1)) (837)

Dann definieren wir den Fluss von yo durch ¢y, : Iyee — R"™ durch

(ZSyO (t) = ymam<t) (t € Imax)- (838)

Wir nennen den Fluss ¢,, global, falls I,,,, = R. Ferner definieren wir die Bahn (oder das
Orbit) von yo durch

O(yo) :={by(t) : T € Imaz} = byo(Imaa)- (839)
Zudem definieren wir die positive Bahn durch
O™ (yo) 1= {dyo(t) : t € Lnax N[0,00)} = Gy (Iimaz N [0, 00)) (840)
Die Flussabbildung ® : A — R" ist gegeben durch ®(t,yo) := ¢y, (t), wobei hier
A= {(t,y0) : t € Lnaz(0,90)}, (841)

wobel I,q,(0, o) das (von yo abhéngige maximale Existenzintervall von ¢,, bezeichnet.

(. J

Wir stellen uns das also so vor: Ein Partikel im Stromungsfeld f, welches wir bei yy € G
starten, bewegt sich in der Bahn O(yy). Eigenschaften solcher Bahnen und deren strukturelle
Bedeutung sollen das Hauptaugenmerk dieses kurzen Ausblicks sein. Im Folgenden sprechen
wir kurz iiber Aquilibria, d.h. iiber Bahnen, die O(yo) = {0} erfiillen.

4 N\

Beispiel 138. AQUILIBRIA. Es sei § € G so, dass f(¢) = 0. Dann ist (HA) die konstante
Funktion ¢4 @ R — R™ definiert durch y,,..(t) := ¢ fiir alle ¢t € R die eindeutige
maximale Losung von
'"(t) = t
{y< )= Fly(t) (842)

Die Bahn von g ist dann also gegeben durch O(y) = {g} (HA). Auch gilt O*(y) = {7}
Ein solches y € G mit f(y) = 0 nennen wir daher Aquilibrium oder Gleichgewichtspunkt
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L der Differentialgleichung. J

Ausblick 139. STABILITAT. Es sei j € G ein Aquilibrium, d.h. f(7) = 0. In der Forschung
interessiert man sich dafiir, was Fliisse in einer Umgebung von ¢ machen, d.h. zum Beispiel:
wie sieht OF(w) fiir w in einer kleinen Umgebung von ¢ aus? Zum Beispiel heifit ein
Aquilibrium ¢ € G stabil falls

Ve>030>0: (lw—9]<dé = OF(w)C B(y)). (843)

Ein Aquilibrium § € G heifit attraktiv, falls

de>0: gyeOt(w) Ywe B(y), (844)

wobei hier OF(w) den Abschluss von der positiven Bahn O (w) in R"™ meint. Ferner heifit
ein Aqui-librium asymptotisch stabil, falls es stabil und attraktiv ist. Man kann Kriterien
an f formulieren, diese (asymptotische) Stabilitdt bei y gewéahrleisten.

*_Ubung 140. STABILITAT LINEARER SYSTEME. Gegeben sei fiir eine beliebige Matrix
A € R™"™ die autonome DGL

y'(t) = Ay(t). (845)
(a) Zeigen Sie, dass § = 0 ein Aquilibrium ist.

(b) Zeigen Sie: Ist A diagonalisierbar Re(A) < 0 fiir alle Eigenwerte A von A, so ist y = 0
stabil.

(¢) Kann in Teilaufgabe (b) auf die Diagonalisierbarkeit von A verzichtet werden?

(d) Zeigen Sie: Ist Re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte A von A, so ist § = 0 asymptotisch
stabil.

SINN DER UBUNG. Die Stabilitdtsuntersuchung, die wir hier fiir lineare Systeme gemacht
haben, ldsst sich tatséchlich auf nicht-lineare Systeme verallgemeinern! Man kann bewei-
sen, dass die DGL

y'(t) = fy(t)) (846)
in einer kleinen Umgebung eines Aquilibriums 4 ein dhnliches Verhalten zeigt wie die um
y linearisierte DGL

Z(t) =Df()(t) (847)
zeigt. Solche Linearisierungsverfahren sind nicht nur fiir gewohnliche, sondern auch fiir
partielle Differentialgleichungen relevant.

| J

Wir wollen als néchstes noch die Anschauuung von Bahnen als Stromlinien etwas genauer
diskutieren. Dass wir uns Bahnen als Stromlinien vorstellen konnen, liegt daran, dass sich
jeder Fluss komplett in einer Bahn bewegt.
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Beispiel 141. FLUSSINVARIANZ VON BAHNEN. Es sei t5 € R und yy € G so, dass
(to, ’yo) € A.

BEHAUPTUNG: Dann gilt O(yo) = O(P(to,v0))-

BEWEIS: Es ist ¢y, : Iyaz — R”, Ines = (t-,t4), die eindeutige maximale Lésung von

(848)

Daher ist O(yo) = ¢yo(Lmas). Ferner gilt auch ®(tg, yo) = ¢y, (to). Die Bahn O(®(to, vo))
ist nun gegeben durch ¢ot),y0)(Smaz), WObel o (tgyo) : Jmae — R” die eindeutige maximale
Losung von

{z'(t) =FEO) e {z'(t) = f(=(1)) (849)

2(0) = ®(to, o) 2(0) = ¢y, (to)

ist. Man iiberzeugt sich nun leicht, dass die maximale Lésung von durch z,..(t) =
Gy (t+10), fir t € Jiar = (- —to, t4 —to) gegeben ist. In der Tat: Dass ¢y, (- +1) die DGL
l6st, folgt direkt aus und der Shiftinvarianz (siehe Beobachtung , p. . Die
Anfangswertbedingung tiberpriift man leicht durch Einsetzen (HA). Die Maximalitét sieht
man so: Wiirde sich die geshiftete Losung z,,,, weiter fortsetzen lassen, so liefle sich auch
die Losung ¢, durch Zuriickshiften dieser Fortsetzung weiter fortsetzen lassen. Das kann
aber nicht sein, da ¢,, nicht fortsetzbar ist. Die Details iiberlassen wir hier den Lesenden
als Ubungsaufgabe. In jedem Fall folgern wir aus der Eindeutigkeit der maximalen Losung,
dass

Pd(toy0) = Zmaz = Oyo (- +to)  auf Jpaa = (t- — o, t4 —to). (850)

Daher gilt

O(®(t0;40)) = Da(ioyo) (I = Lo, Ly —10)) ((t-t4)) = Ofyo).  (851)

¢yo

Beobachtung 142. FLUSSEIGENSCHAFT. Im vorigen Beispiel, genauer in (850)), haben
wir gesehen, dass @at,y0)(t) = @y, (t + to), fiir alle ¢ wo beide Ausdriicke definiert sind.
Mit der Flussabbildung geschrieben erhélt man

(I)(tv q)(th yO)) = ¢¢(to,y0) (t) = ¢yo (t + tU) = (I)(t + th y0)> (852)

also insgesamt
(b(t,q)(to,yo)) = (I)(t+t0,yo) (853)

Diese Formel nennen wir Flusseigenschaft. Thre Interpretation ist wie folgt: Lassen wir
ein Partikel von einem Startort y, aus erst fy Sekunden fliefen und danach nochmal ¢
Sekunden flieflen (linker Ausdruck), so ergibt sich dieselbe Position als wenn wir dasselbe
Partikel nochmal bei g, starten wiirden und direkt ¢ 4 ¢y Sekunden flieBen lassen wiirden
(rechter Ausdruck).

Wir werden nun sehen, dass G in eine Familie disjunkter(!) Bahnen zerféllt. Plottet man
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alle Bahnen in G (bzw. moglichst viele Bahnen), so sprechen wir von einem Phasenportriit.
Aus diesem Phasenportriat kann man meist viel iiber das Verhalten von Losungen lernen.
Zum Beispiel kann man damit manchmal auch Globalitéit von Lésungen nachweisen, wie wir
am Ende noch sehen werden.

-

(.

~

Proposition 143. BAHNEN KREUZEN SICH NICHT. Es seien 1y, y; € G. Dann gilt ent-
weder O(yo) = O(y1) oder O(yo) NO(yy) = 0.

J

(

.

~N

Beweis. Nehmen wir mal an, es gilt O(yo) N O(y1) # 0, sei etwa y. € O(yo) N O(y1).
Dann gibt es ¢ty € R mit y, = ¢y, (to) = P(to,yo) und t; € R mit y,. = ¢y, (t1) = P(t1, 11).
Dann gilt nach Beispiel (p. [149)

O(yo) = O(®(to, o)) = O(yx) = O(®(t1,41)) = O(y1)- (854)

Die Behauptung ist gezeigt.

J

Dass Bahnen sich nicht kreuzen (d.h. entweder gleich oder disjunkt sind), kann wie an-

gekiindigt auch zum Nachweis von Globalitéit verwendet werden. Es ist ndmlich jetzt moglich,
Losungen mit geschickt gewihlten Bahnen in beschrinkten Mengen einzusperren. Dieses
Einsperren kann dann genutzt werden, um Escape-Situationen und Blow-Up-Situationen
auszuschlieen.

r

eine globale Losung y € C(R; R?).

durch

Beispiel 144. Wir betrachten das autonome DGL-System

{ym — — ()

vh(t) = ya(t) + y1 (1) + ya(t)? — 1 (855)

Man rechnet leicht nach, dass t — (cos(t), sin(t)) eine globale Losung auf ganz R definiert.
Somit ist ¢ gyr(t) = (cos(t),sin(t)), da die Losung ¢ + (cos(t),sin(t)) den Anfangswert
(1,0)” annimmt. Somit gilt

O((1,0)") = {(cos(t),sin(t)) : t € R} = 9B,(0). (856)

BEHAUPTUNG: Fiir alle yo = (y0.1,%02)" € B1(0) hat das Anfangswertoproblem

Y1 (1) = —y2(1)
yo(t) = ya(t) + (1 (1)* + 92(t)* — 1) (857)
(1(0),42(0)) = (Yo.1,Y0.2)

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Dazu iiberpriifen wir zunichst, dass f : R? — R? gegeben

_ ez
flan, 22) = <zl + 22 + 22 — 1) (858)
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eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt. Dies folgt direkt aus Proposition @ (p. . Somit
finden wir eine maximale Losung ¢maez € C'(Inae; R?). Es bleibt zu zeigen, dass I, = R.
Hierzu verwenden wir das Maximalitéatskriterium, also Satz (p. . Da f auf ganz
R? definiert ist, kann eine Escape-Situation nicht vorkommen. Es muss nur die Blow-Up-
Situation ausgeschlossen werden. Hierfiir zeigen wir ¢4, (t) € B1(0) fiir alle ¢ € [,,4,. Dies
hat folgenden Grund: Da 9B;(0) = O((1,0)7) eine Bahn ist, darf 9B;(0) nicht gekreuzt
werden. Somit ist die Losung im Inneren von 0B;(0) eingesperrt! Mit anderen Worten:
Sie muss die ganze Zeit in B;(0) bleiben. Die Blow-Up-Situation ist somit ausgeschlossen
und die Globalitédt ist gezeigt.

Wem die obige Erkliarung zum Sachverhalt “y,q.(t) € Bi(0) fur alle ¢ € I,,,,” nicht
ausreichend rigoros war: hier folgt nocheinmal eine mathematisch wasserdichte Herleitung.
Angenommen, es gibe ein tg € e Mit Ymae(to) & Bi1(0). Dann wire (wegen yo =
(40,15 902)" € B1(0))

|Ymaz(0)| = |(y0,1>yo,2>T| <1 und |Ymas(to)] > 1. (859)

Nach dem Zwischenwertsatz muss dann ein ¢* € (0, ] existieren mit |y, (t*)| = 1, d.h.
Ymaz (t*) € 0B1(0). Insbesondere gilt

Ymaz (17) = ¢y (17) € O(yo) (860)

und gleichzeitig
Ymaz (1*) € 0B1(0) = O((1,0)7). (861)

Daher folgert man O(yy) N O((1,0)7) # @. Mit der Proposition (p. folgern wir
O(yo) = O((1,0)T) = 9B;(0). Jedoch gilt dann
Yo € O(yo) = 0B1(0), (862)

ein Widerspruch zur Tatsache, dass yo € B1(0). Man beachte, dass es uns nur gelungen
ist, die Losungen einzusperren, weil wir eine Bahn gefunden haben, die die Losungen
einsperrt.

Ausblick 145. INVARIANTE MENGEN. Im vorigen Beispiel haben wir davon profitiert
dass wir Losungen in einer gewissen Menge einsperren kénnen. Wir bezeichnen solche
Mengen als invariante Mengen. Konkreter heifit eine Menge C' C G invariant falls

Ow)cC YweC C. (863)

Wiederum ist es moglich, Kriterien an eine Menge C' zu formulieren, die hinreichend fiir
die Invarianz von C sind. Plottet man ein hinreichend genaues Phasenportit, so werden
invariante Mengen zumeist sichtbar: Es sind diejenigen Mengen, aus denen Bahnen nicht
hinausfithren. Ein weiterer wichtiger Begriff ist der Begriff der positiven Invarianz. Man
nenn C' C G positiv invariant falls OF (w) C C fiir alle w € C. Tatséchlich sind nicht alle
positiv invarianten Mengen gleich invariant — In diesem Zusammenhang ist ein Umkehren

151




der Zeitachse also nicht ohne Verdnderung des Verhaltens moglich.

-

|

*_Ubung 146. INVARIANTE MENGEN EINER SIR-PANDEMIE. Es sei das SIR-Pandemie-
modell gegeben. Zeigen Sie, dass die Menge C' = (0,1)? positiv invariant ist, jedoch nicht
invariant.

SINN DER UBUNG: Hier sieht man, dass die Theorie invarianter Mengen auch fiir die An-
wendung sehr niitzlich sein kann. Fiir die SIR-Pandemie kann man die positive Invarianz
recht gut “zu FuBl” zeigen (siehe Satz , p. . Betrachtet man aber das SIR-Modell
mit Reinfektionen (siehe , p- , so muss ein tiefliegenderes Invarianzkriterium benutzt
werden.

J

In dieser Ausblick-Sektion haben wir die Fragen der Stabilitit von Aquilibria und der Inva-
rianz von Mengen aufgeworfen. Das Studium der dynamischen Systeme beschéftigt sich mit
diesen Fragen und noch vielen mehr, z.B. auch was das asymptotische Verhalten von Fliissen
anbelangt. Wir hoffen dieser Ausblick hat Thnen gefallen und Lust auf mehr gemacht. Au-
Berdem bedanken wir uns noch einmal ganz herzlich fiir das Verfolgen dieser Vorlesung!
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