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1. [1+1+1+1= 4 Punkte] Es sei γ : [a, b] → C \ {0} eine geschlossene und stückweise C1-Kurve.

(a) Zeigen Sie: Es gibt r > 0 mit Br(0) ∩ γ([a, b]) = ∅.
(b) Sei r > 0 wie in Teilaufgabe (a). Zeigen Sie: Für alle p ∈ Br(0) gilt n(γ, p) = n(γ, 0).

(c) Sei nun C \ γ([a, b]) = D1 ∪ ... ∪ Dn mit Di ⊂ C offen, zusammenhängend und paarweise
disjunkt. (Man sagt Di sind die Zusammenhangskomponenten von C \ γ([a, b])). Zeigen Sie:
Die Abbildung p 7→ n(γ, p) ist konstant auf Di für alle i = 1, ..., n.

(d) Betrachten Sie die folgende Kurve γ : [a, b] → C.

Zeichnen Sie D1, D2, D3, D4 wie aus Teilaufgabe (c) in die Grafik ein und bestimmen Sie
n(γ, p) für alle p ∈ D1 ∪D2 ∪D3 ∪D4. Begründen Sie Ihre Formeln.

2. [1+2+2+1=6 Punkte] Sei für diese Aufgabe für alle R > 0 die Kurve γR = γR
1 ⊕ γR

2 so, dass

γR
1 (t) = t, (t ∈ [−R,R]), und γR

2 (t) = Reit, (t ∈ [0, π]).

(a) Zeichnen Sie γR in ein Koordinatensystem und zeigen Sie, dass n(γR, i) = 1 für alle R > 1.

(b) Berechnen Sie für R > 1 ∫
γR

eiz

z2 + 1
dz.

(c) Zeigen Sie

lim
R→∞

∫
γR
2

eiz

z2 + 1
dz = 0.

(d) Betrachten Sie in Teilaufgabe (b) den Grenzwert R → ∞ und berechnen Sie damit∫ ∞

−∞

eix

x2 + 1
dx und

∫ ∞

−∞

cos(x)

x2 + 1
dx.

3. [3 Punkte] Berechnen Sie für alle m ∈ N∫ ∞

−∞

1

(x2 + 1)m
dx.

4. [3 Punkte] Es sei γ : [a, b] → C \ {0} eine stückweise C1-Kurve. Zeigen Sie, dass γ höchstens einen
Lift (r, θ) (im Sinne von Definition 191) besitzt.
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