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Einfiihrung

Thema der Vorlesung sind Gleichungen der Form

(DGL) y'(t) = f(t,y)) (t € ). (1)
Das heif3t

e Gegeben. Eine Funktion f € C°(I x G;R") (G C R" Gebiet, n € N) und I C R offenes
Intervall.

e Gesucht. Eine Funktion y € C*(I;R™) mit y'(¢t) = f(t,y(t)) fiir all ¢ € I. Eine solche
Funktion nennen wir Ldsung.

Falls n = 1 so spricht man von einer Differentialgleichung (kurz: DGL), falls n > 1 von
einem Differentialgleichungssystem (kurz: DGL-System).

[ Beispiel 1. Gegeben sei die Differentialgleichung
y(t) =t (teR) (2)

Nach dem Hauptsatz der Differential -und Integralrechnung sind alle Losungen gegeben

durch )
y(t)= 1+ C Q

fiir ein C € R.

J

In dieser Vorlesung versuchen wir zu verstehen, ob und wieviele Losungen zu einer ge-
gebenen DGL existieren und wie das Verhalten einer solchen Losung verstanden werden
kann.

Letzteres ist besonders herausfordernd, denn nicht alle DGLs lassen sich explizit 16sen.

~

[ Beispiel 2. Die DGL
2
yt)=e" (teR) (4)

hat keine Losung, die man mit elementaren Funktionen ausdriicken kann. Dies liegt daran,
dass sich die Stammfunktion(en) von e~ nicht mit elementaren Funktionen ausdriicken
lassen.

(. J

Beispiel (1 (S. [3]) zeigt, dass DGLs im Allgemeinen unendlich viele Losungen haben. Weniger
Losungen sind zu erwarten, wenn man Anfangswertprobleme (AWP) studiert. Diese haben
in der Vorlesung stets die Form

y'(t) = flt.y@) (el
(AWE) {y(to) = %o ’ 8

fiir fest vorgegebene ty € I,y € G.



 Beispiel 3. Das AWP
{ym =y(t) (t€R) ©)
y(0) =1

hat (wie man durch Ableiten nachrechnet) die Losung y(t) = e, t € R.

Behauptung. Es gibt keine weiteren Losungen, d.h. die Losung ist eindeutig.
Beweis. Es sei § € C'(R) eine weitere Losung. Definiere h : R — R,

h(t) = () (1)
Dann gilt
h(t) = %(etz?(t» = —e 'g(t) + e (t) = —e"y(t) + e y(t) = 0. (8)
Somit ist A konstant, d.h.
h(t) = h(0) = €°5(0) = 1 (9)

Mit (7)) folgt 5(t) = €' = y(t).

. J

Nicht fiir jedes AWP sind Losungen eindeutig.

Beispiel 4. Das AWP
y'(t) =2/]y(t)| (t€R) (10)
y(0) =0
hat keine eindeutige Losung. Man zeigt durch direktes Nachrechnen, dass fiir alle a > 0
die Funktion
0 te(—o0,a
w(t)=10  eeed (1)
(t—a)® te(a,00)
eine Losung ist. Vergessen Sie dabei nicht (HA), zu zeigen, dass y, € C*(R).

Wir werden im Laufe der Vorlesung sehen, unter welchen Bedingungen an f und I Anfangs-
wertprobleme eindeutig 16sbar sind. Es ist hierbei wichtig, dass auch Bedingungen an das
Intervall I vonnéten sind.

[ Beispiel 5. Das AWP
y(t)=y(t)?® (teR)
(AWP1) {y =1 (12)
besitzt keine Losung, das AWP
y(t)=y)?* (t€(-o0,1))
(AWP?2) {y 0) =1 (13)




.

jedoch schon.
Beweis. Fiir (AWP2) rechnet man explizit nach (HA), dass y(t) := 5 eine Losung ist.
Nun zu (AWP1). Nehmen wir an es giibe eine Losung i € C1(R). Setze
ty :==sup{t € [0,1] : g|jpq > 0}. (14)
Da 7(0) = 1 gilt ¢; > 0. Man vergewissert sich leicht (HA), dass i) > 0. Setze nun
h:[0,t;) — R definiert durch
1
h(t) = —. 15
0= (15)
Dann gilt
d 1 1 1
h’t:—(—):— 7)) = ——=yt)> =—1 Vte[0,t). 16
Es folgt
t 1 t
h(t) = h(0) +/ h'(s) ds = — +/ (1) ds=1—t Vtel0,t). (17)
0 y(0) 0
Mit folgt
1
y(t) = T—; "€ [0,¢1). (18)
Fall 1. t; < 1. Dann gilt y(¢t;) = 0 (HA). Somit
1 1
0= lim y(¢t) = lim = , 19
tﬁt;y() tstp L—¢ 1 —1 (19)
ein Widerspruch.
Fall 2. t; = 1. Da y € C*(R) ist y auf [0, 1] beschrénkt. Jedoch gilt nach y(t) = 1
fiir alle t € [0,1), was der Beschrénktheit widerspricht.

Vorliufige Gliederung der Vorlesung.

1. Explizite Losungstechniken. Wir wollen diskutieren, wie wir in den obigen Beispie-
len auf die Losungen gekommen sind — und viele weitere.

2. Wohlgestelltheitstheorie von Picard-Lindel6f. Wir werden den Satz von Picard-
Lindelof kennenlernen — und damit einen allgemeinen Satz iiber die eindeutige Losbarkeit
von Anfangswertproblemen.

3. Anwendung: Das SIR-Pandemiemodell. Wir diskutieren, wie Differentialgleichun-
gen in der Modellierung auftauchen und wie man anwendungsrelevante Fragestellungen
durch Untersuchung einer DGL beantworten kann.

4. Dynamische Systeme. Wir betrachten den Spezialfall, dass die rechte Seite der DGL
nicht explizit zeitabhingig ist, d.h. f(t,z) = g(2) fiir ein g € C°(G). In diesem Fall



lasst sich zu einer DGL ein sogenannter Fluss assoziieren. Diese Begrifflichkeit werden
wir genauer untersuchen.

1 Explizite Losungsverfahren

Frage: Wie kommt man auf explizite Formeln fiir Losungen (siehe Beispiel ?
e Gegeben. (DGL) ¢/(t) = f(t,y(t)) (te€I) (mit f,I konkret gegeben).
e Gesucht. Darstellung von L = {y € C'(I) : y Lésung von (DGL)}, der sog. allgemei-

nen Lésung(smenge).

1.1 Separation der Variablen

Die erste spezielle Kategorie von DGLs, die wir untersuchen sind DGLs mit getrennten
Verénderlichen.

DGL-Typ 6. Eine DGL mit getrennten Verdnderlichen ist von der Form

y(t)=g(h(y)  (tel), (20)

wobei g € C°I), h € C°J), J C R Intervall. (Das bedeutet y'(t) = f(t,y(t)) fiir
FeoxJ R I 2) = g(t)h(2))

Beispiel 7. Betrachte y/(t) = a(t)y(t), (t € I) fiir a € C°(I;R).
Losungsstrategie. Wir nehmen zusétzlich (A) (y(t) > 0 fiir alle ¢t € ) an. Dann

y(t) = alt)y(). (21)
- s = a(t). (22)
= alog(y(t)) = a(t). (23)
= log(y(t)) = / a(s) ds 4+~ (fiir ein v € R). (24)

= yB) = exp ( / () ds+7> - Lew ( / () ds). (25)

=D

= y(t) = Dexp (/t a(s) ds) fiir ein D > 0. (26)

Gibt es noch weitere Losungen, die Annahme (A) nicht erfiillen?
Ja, zum Beispiel

G(t) = D exp ( / () ds) fiir ein D < 0. (27)




In der Tat,

t
7(t) = Dexp ( / a(s) ds) a(t) = G(H)a(t). (28)
Haben wir am Ende dieses Beispiels wirklich alle Losungen gefunden?
Satz 8. Es sei a € C°(I;R) und gegeben sei
y'(t) =a(t)yt) (tel). (29)
Dann gilt
t
L= {y € CY(I;R) : y(t) = Dexp (/ a(s) ds) fir ein D € ]R} : (30)
Beweis. ‘D’ folgt wie in aus der Kettenregel. Nun zu ‘C’. Sei j € C'(I) eine Losung.
Definiere 2z : I — R durch
¢
2(t) := exp (—/ a(s) ds) y(t). (31)
Dann gilt
d t
()= (exp <— / a(s) ds> gj(t)) (32)
t t
= —a(t)exp (—/ a(s) ds) y(t) + exp (—/ a(s) ds) v () (33)
N2
=a(t)y(t)
t t
= —a(t) exp (—/ a(s) ds) y(t) + exp (—/ a(s) ds) (a(t)y(t)) = 0. (34)
Es folgt, dass z = const., d.h. 3D € R: 2(t) = D fiir alle t € I. Daher
t
dD >0: exp (—/ a(s) ds) y(t)y=D Vtel. (35)
t
= 3dD>0: g(t):Dexp(/ a(s)ds) Vtel. (36)
 Beispiel 9. Wir losen )
y'(t) =3ty(t) (teR) (DGL) (37)
y(1) =2 (AW)




Sat

(DGL) = 3D >0: y(t) =Dexp ( / t(3s) ds) = De2". (38)

3
2

(AW) = 2=y(1)=De:W’ =De? = D=2¢2. (39)
Die eindeutige Losung ist also

y(t) = 2¢ 2e2"” (t € R). (40)

y'(t) =ay(t) (t€R). (41)

Frage. Was modelliert diese DGL?
Sei y eine Losung. Fiir A > 0 sehr klein gilt

y(t +h) —y(t)
h

~ ay(t), (42)

d.h.

y(t + h) = y(t) + ay(t)h. (43)
Stellen wir uns eine Hasenpopulation vor. Wir wollen die zeitliche Entwicklung des Popu-
lationsbestands beschreiben. Fiir kleine h > 0 gilt (angenommen keine Hasen sterben)

( Hasenbestand )_ ( Hasenbestand ) ( Neugeborene ) (44)

zum Zeitpunkt ¢ + h zum Zeitpunkt ¢ Hasen in (t,¢ + h)

Wir gehen davon aus, dass die Anzahl der Neugeburten an einem Tag (d.h. zwischen ¢
und ¢ + 1) proportional zur Populationsstirke am Anfang des Tages ist, d.h.

Neugeborene _ ( Hasenbestand (45)
Hasen in (¢t,t+1)/) "\ zum Zeitpunkt ¢

Die Proportionalitéitskonstante v heifit Geburtenrate. Die Geburten diirfen {iber den Tag
gleichverteilt angenommen werden, d.h. fiir A << 1 gilt

Neugeborene ~ o Hasenbestand ) L (46)
Hasen in (t,t +h)) zum Zeitpunkt ¢ '

Bezeichne nun fiir ¢ € [0, 00) der Wert y(¢) den Hasenbestand zum Zeitpunkt ¢. Mit
und gilt

y(t+h) = y(t) + ay(t)h, (47)
also erfiillt y : [0,00) — R (43). Somit modelliert (und daher auch ([41)) Populations-

wachstum mit konstanter Geburtenrate. Losungen von sind (siehe Satz |8) gegeben
durch y(t) = De* fiir ein D € R. Man spricht von ezponentiellem Wachstum.




Wir vertiefen nun noch die sog. Separationstechnik, d.h. die in — angewendete Losungsstrategie.

[ Beispiel 11. Betrachte
(DGL)  ¢'(t) =y(t)* (€ (a,])). (48)

Losungsstrategie. Wir nehmen zusétzlich (A) (y(t) # 0 fiir alle ¢ € (a, b)) an.

(Separieren) = 5(—75)2 = 1. (49)
(Integrieren) = ft 3&‘;3 ds = t+~ fiireinyeR. (50)
(Substituieren u = y(s)) = fy(t) Hdu = t+1. (51)
= [ = i4q. (52)
= —55 =ttt (53)

1
Auflésen) = t) = ——r0u. 54
(Auftisen) o = - (54

Der letzte Schritt ist nur zuldssig, falls ¢t + v # 0 fiir alle ¢t € (a,b), d.h. —y & (a,b). Falls
—v € (a,b) ergibt sich ein Widerspruch zu ([53)).

Gibt es weitere Losungen, die (A) nicht erfiillen? Laut UA2 auf Blatt 1 gilt fiir jede
Losung der (DGL)

y(to) =0 fureinty € (a,b) = y=0. (55)
Daher erfiillen alle Losungen bis auf die Nullfunktion die Annahme (A) und

L ={0}u {y € C'((a,b);R) : y(t) = _t+1

7fi'ureinye]R:—v%(a,b)}. (56)

. J

Das vorige Beispiel liefert auch die Losungsformel in Beispiel [f] Der folgende Satz formalisiert
die vorhin kennengelernte Separationstechnik.

[ Satz 12. Sei g € C%I;R), h € C°(R), h(z) # 0 Vz € R. Gegeben sei
y(t) =g®h(y(t)) (tel). (57)

Sei G eine Stammfunktion von g und H eine Stammfunktion von % Dann ist H inver-
tierbar und

L= {ye CYLR) : y(t) = H(G() + ¢), fiir ein c € R sd. G(I) + ¢ HR)}.  (58)

J




' )

Beweis. Zu ‘H invertierbar’: siche UA 3 auf Blatt 1. Zur Losungsformel:

y'(t) = g(t)h(y(1)) viel. (59)
vt _
= n) q(t) vVt eI. (60)
, IO N .
= deeR: / h(y(s))d = G(t)+ Vtel. (61)
y(t)
uj:) deeR: / ﬁdu: G(t)+c Vtel. (62)
e  3JceR: H(y(t) = G(t) +c Viel. (63)
= deeR: HR)C G(I)+cundy(t) = H Y G{t)+c) Vtel. (64)

1.1.1 Eulerhomogene Differentialgleichungen

Nicht alle DGLs haben getrennte Verénderliche. Manche lassen sich aber auf eine solche
Gestalt bringen.

DGL-Typ 13. Eine eulerhomogene DGL ist von der Form

Z(t) = k(2D) (tel), (65)

t

wobei k € C°(I;R), I C (0,00).

" J

Losungsstrategie 14. Es lose 2 € C'(I;R) die Gleichung 2/(t) = k(@), (tel).
Substitution. Setze y(t) := @ Dann gilt

Y () =12 (t) + (— %) 2(t) = Lk(22) — 120 (66)
= t)) = g(t)h(y(t)), (67)

H-Ib—iﬁ.

= h(y(®) — 1y(t) = F(k(y(1) — y(

wobei g(t) = 1 und h(z) = k(z) — z. Somit ldsst sich y durch Losen einer DGL mit

getrennten Verdnderlichen bestimmen. Resubstitution liefert eine Formel fiir z.

o~ =

Beispiel 15. Betrachte

d.h. k(2) = 2242+ 1.
Substitution. Dann 16st y(t) := 2t




Das heif3t

AUN / "y o
Thy? 1 Ty T loslt) + fireiny eR (70)

y()
= / T r o du =log(t) +~. = arctan(y(t)) = log(t) + . (71)

Man erhélt y(t) = tan(log(t) + ) fiir ein v € R (so gewéhlt, dass der Ausdruck auf /
definiert ist).
Resubstitution. Man hat

@ = tan(log(t) + ) (72)
und somit
z(t) =t - tan(log(t) + ). (73)

Man beachte: Dies ist nur eine Losung falls v € R so, dass der Ausdruck auf ganz [
definiert ist.

(. J

1.2 Lineare Differentialgleichungen - Teil 1

1.2.1 Lineare Homogene Differentialgleichungen

DGL-Typ 16. Eine lineare homogene DGL ist von der Form

y(t) =alt)y(t) (tel) (74)

fiir ein a € CY(I;C), (I C R Intervall).

(. J/

Man beachte, dass wir hier a komplexwertig zulassen. Unsere Losungen sind in diesem Fall
auch in C1(I; C) zu suchen. Die DGL heifit wegen folgender Beobachtung “linear”:

Proposition 17. Sei a € C°([;C). Dann ist
L={yeCU(I;C):y(t)=alt)y(t) Vt € I} (75)

ein linearer Unterraum von C'(I;C).

(. J

Beweis. Seien y1,y, € L und \,v € C. 77 \y; + pys € L.

(Ay1 + pya) () = Ay (t) + pys(t) = Aa(t)y(t) + pa(t)ys(t) (76)
= a(t)( Ay (t) + py2(t)) = a(t)(Ayr + pya)(t). (77)

| J

Analog zu Satz |8 formulieren wir

11



Satz 18. Es sei a € C°(I; C). Gegeben sei die DGL
Yy (t) =alt)y(t) (tel). (78)

Dann gilt

L= {y € C(I;C) : y(t) = Dexp (/ta(s) ds) fiir ein D € (C} : (79)

. J

( )

Beweis. Analog zu Satz 8.

| J

Insbesondere sieht man an , dass dimLL = 1.

1.2.2 Lineare Inhomogene Differentialgleichungen

DGL-Typ 19. Eine lineare inhomogene DGL ist von der Form

Y (t) = a(t)y(t) +b(t) (tel), (80)

wobei a,b € C°(I;C).

(. J

Satz 20. Es seien a,b € C°(I;C) und die DGL o/(t) = a(t)y(t) + b(t), (t € I) gegeben.
Dann gilt

Q| S

wobei

]L:{yECl(I;C):EIcE(C:y(t):e(t)(c+/t<—u;du)}, (81)
) ds

(u
e(t) = exp < / "u(s) ds ) (82)

(. J

'a )

Beweis. Zu ‘D’. Man rechnet leicht nach, dass €/(t) = a(t)e(t) fiir alle ¢ € I. Fiir z(t) :=
e(t) (c + ft % du) gilt dann

Y1) = ) (c + / t % du) +et) (%) (83)
=a(t)e(t)
= a(t)e(t) (c + /t % du) +b(t) = al(t)z(t) + b(t). (84)




Zu ‘C’. Sei y € C'(I;C) eine Losung. Definiere

v(t) = % = exp (—/ a(s) ds) y(t). (85)
Dann gilt
V'(t) = —al(t) exp <—/ a(s) ds) y(t) + exp <—/ a(s) ds> w (86)
=a(t)y(t)+b(t)
B 1 1 (1)

~alt)Z9(0) + (a0 + () = T (s7)

Man integriert und erhélt fiir ein c € C
v(t):c%—/%du. = %:c%—/%du. (88)

Anmerkung 21. In hat man eine Konstante frei zu wiihlen, da man eine beliebige
Stammfunktion von a bilden muss. Hat man fiir yy € R man das Anfangswertproblem

{y’(t) = a(t)y(t) +b(t) (tel) (89)
y(to) = o

gegeben, so ist es giinstig, e(t) = €*(t) := exp <ftz a(s) ds) zu wihlen. Die eindeutige

Losung ist dann gegeben durch

y(t) = (1) (yo + /t t i(z) du) | (90)
In der Tat, t
) = ) (0 [ 2 au) = (o1

Methode 22. Anstatt sich die Formel aus Satz 20 zu merken, kann man alternativ die
Methode der Variation der Konstanten verwenden.
Beispiel. Gegeben die DGL

vt - %y(t) 5 (te(0,00)). (92)
(LS S———
(RS)

13



Ansatz. y(t) = e(t)c(t) fiir ein ¢ € C((0, 00); C). Hierbei ist wie in (82)

‘1

e(t) = exp (/ - ds) = exp(logt) = t, (93)
s

also y(t) = te(t). Man finde nun eine Funktion ¢, die y zu einer Losung macht. Es gilt

d

(LS) =y (t) = —(te(t)) = c(t) + 1 (2), (94)

1 3 _ 1 3 3
(RS) = ;y(t) +t° = ;(tc(t)) +t° =c(t) +t°. (95)

Die Gleichheit (LS) = (RS) gilt also genau dann wenn
ct) +tdt) =ct) +t5. < td@t) =t < Jt)=1t% (96)
Somit folgt ¢(t) = ¢ + t? fiir ein ¢ € C und daher
y(t) =te(t) =t (c+ t%). (97)

Dieselbe Losungsformel héatten wir auch mit Satz 20| erhalten konnen.

[ Beispiel 23. Gegeben ist fiir o, 5,7 € C
y'(t) = ay(t) +7e”  (teR). (98)

Ansatz. y(t) = e(t)c(t), wobei ¢ € C*(R; C) gesucht und

¢
e(t) = exp (/ a ds) = exp(at) = e, (99)

also y(t) = e®¢(t). Berechnen von linker und rechter Seite der DGL liefert
Y (t) = aec(t) + e (), (100)
ay(t) 4+ vet = ae®c(t) + velt. (101)

Somit gilt ¥/ (t) = ay(t) + ve’! genau dann wenn

ae®c(t) + e (t) = ae®e(t) + ve. (102)
& et (t) = ye. (103)
& d(t) = yelf-lt (104)
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Integrieren liefert eine Formel fiir ¢(t). Beachte hier den Sonderfall § = .

2 o(B-a)t
oty = 4 T A" 75 i einceC. (105)
¢+t a=0

Man erhalt
ce™ + B%aeﬁt a#f

fiir ein ¢ € C. (106)
ee+yte® o=

y(t) = e(t)e(t) = {

(.

1.2.3 Lineare Systeme (mit konstanten Koeffizienten)

DGL-Typ 24. Eine lineares homogenes DGL-System (mit konstanten Koeffizienten) ist
von der Form

y'(t) = Ay(t) (teR), (107)
wobei A € C™" eine (konstante) Matrix ist. Gesucht wird eine Losung y € C'(R; C™).

"

Beispiel 25. Gegeben ist die DGL ¢/(t) = Ay(t), (t € R), wobei

)\1 Ce 0
A=diag(Ay, ..., \p) = ¢ - fiir Ay,..., A\, € C. (108)
0 An
yi(t) y1(t)
Mit y(t) = Yy =1 ¢ | eilt
Yn() Yn (1)
y1(t) yi(t) Ao 00\ fu(t) Ay (t)
D =Y =Ayt) =A== L= :
Yn(t) Yn(t) 0 ... A/ \walt) AnYn(t)

(109)
Mit anderen Worten gilt y;(t) = A\y;(t) fiir alle t € R und ¢ = 1,...,n. Wir folgern aus
Satz [I8 Fiir alle ¢ = 1, ..., n existiert ¢; € C mit

t
yi(t) = c;exp (/ A ds) = ¢;eMit, (110)
Somit
y1(t) creMt eMt 0 c
vy = + (= + =+ - e (111)
Yn(t) et 0 et ] \cp
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(Die letzte Gleichheit ist riickwérts gelesen wesentlich leichter zu verstehen als vorwirts!)
Man erhélt
L ={yeC'(R;C"):y(t) = E(t)c fiir ein c € C"} (112)

wobei die Matrix F(t) € C"*™ gegeben ist durch

Et):=| : e (113)

[ Beispiel 26. Gegeben ist die DGL y/(t) = Ay(t), (t € R) mit A diagonalisierbar, d.h.
35 € C"™" invertierbar, s.d. S™'AS = D = diag(\y, ..., \p) fiir Aq, ..., \, € C. (114)
Wir formen um
y(t)=Aylt) <« y{t)=5DSy(t) < Sy ({t)=DS"yt). (115
Substitution. z(t) := S7'y(t). Wir erhalten (fiir t € R)
2(t) =S/ () = DS™My(t) = D(S™'y(t)) = Da(1). (116)
Da D = diag(Aq, ..., A,) folgt mit Beispiel

€>‘1t . e 0 Cl
2(t) = T : ¢ fireinc= | : | € C". (117)
0 C. eA”t Cn,

Resubstitution. S7'y(t) = z(t) folgt y(t) = Sz(¢) und damit

€>‘1t . e 0 Cl
y) =51+ - ¢ fireine=1|: | eC" (118)
0 c. eA"t Cn,
Somit
L= {yc C'(R;C") : y(t) = E(t)c fiir ein c € C"}, (119)
wobei hier
eMt .0
Et)y=S|{ + .. . (120)
0 etnt
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Anmerkung 27. Fiir ein inhomogenes System, d.h. ein System der Form

y'(t) = Ay(t) + b(t). (121)
~N
(LS) (RS)

fiir A € C™*" diagonalisierbar fiithrt der Ansatz der Variation der Konstanten

y(t) = E(t)c(t) (122)

mit £(¢) wie in (120) und ¢ € C*(R; C") gesucht stets zum Ziel. Warum? Es sei S € C"*"
mit ST'AS = diag(Ay, ..., A,). Dann gilt nach (120))

eMt 0
Et)=S| + .. . (123)
0 eint
Somit gilt
)\16)‘1t 0 )\1 0 6/\1t 0
E)y=5 + i f == S| Coo ] (12
0 ... et o 0 ... M\, 0 ... eMt
eMt .0
= Sdiag(Aq, ..., \, : .. : = Sdiag(Aq, ..., \, STIE(t) = AE(t).
1ag( 1 ) 0 eXnt 1ag( 1 ) () ()
(125)
Daher
(LS)=4/(t) = E'(t)c(t) + Et)(t) = AE(t)c(t) + E(t) (1), (126)
(RS) = Ay(t) + b(t) = A(E(t)c(t)) + b(t). (127)

Setzen wir (L.S) = (RS) und lésen auf, so erhalten wir E(t)c'(t) = b(t). Dies lésst sich (weil
E(t) invertierbar ist) stets nach ¢/(t) auflosen. Somit ldsst sich das gesuchte ¢ bestimmen.

. J

Im Allgemeinen sind Matrizen nicht zwingend diagonalisierbar. Jedoch besitzen alle (iiber C)
eine Jordan-Normalform. Diese werden wir nutzen, um alle linearen Systeme zu 16sen.

~

Wiederholung 28. JORDAN-NORMALFORM. Es sei A € C"*" beliebig. Dann gibt es
S € C™™ invertierbar mit

J. ... 0
STTAS =1 .. ], (128)
0 ... J,
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wobei J,,, € C¥n>xdm q >1 d; + ...+ d, = n sog. Jordanblocke, d.h.

Am 1 ... 0
A A [ iyt (129)
. 1
0 Am

mit N = (nij)i’jzl

-----

1 =141
W::{ J= (130)

(Man beachte, dass aus d,,, = 1 N = 0 folgt.)

|

Methode 29. Gegeben eine DGL der Gestalt ¢/(t) = Ay(t),(t € R) mit A € C"*"
beliebig.

Losungsstrategie. Finde die Jordan-Normalform von A, d.h. S € C™"*" invertierbar und
Jordanblécke J,, = A\, I + N € C¥m*dm (wobei N wie in (130])) derart, dass

J ... 0
STTAS = - i ]. (131)
0o ... J,
Setze nun z(t) := S~'y(¢) und berechne
Jo... 0
J(t) =57 (t) = ST Ay(t) = STIAS(STy(1)) = | ¢ - 1] 2(b) (132)
0o ... J.
Sei nun z(;) die ersten d; Komponenten von z, z() die darauffolgenden d, Komponenten
2 (1)
usw... Das bedeutet z(t) = : . Dann gilt
2 (1)
2(1)(t) Jio... 0
=A== (133)
Z(T)(t) 0 J,
Jl e 0 Z(l) (t) le(l)(t)
=1 L= : , (134)
0 Jr Z(r) (t) JTZ(T)@)
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also z(,,\(t) = Jnz(m)(t) = (Al + N)z(n(t) fiir alle m = 1,...,r. Wir merken: Es geniigt
vollig, wenn wir fiir alle A € C und d € N lineare Systeme der Form

Z(t)=(A+ N)z(t) (teR) (135)

(fir N € C™? wie in (130])) 16sen konnen. Wie man solche Systeme 16sen kann werden
wir im folgenden Beispiel besprechen.

[ Beispiel 30. Wir betrachten fiir A € C und d = 2 den d x d-Jordanblock J = A\ + N, )
wobei N € C**? wie in (130). Also studieren wir

£ =01+ Ms0 = (3 ) =0 (136)
Wir haben also
-G = Hoom= o

Aus der zweiten Gleichung folgt (mit Satz [8)) z9(t) = cee? fiir ein ¢, € C. Die erste
Gleichung wird dann nach Einsetzen zu einer linearen inhomogenen DGL

2 (1) = A2y (t) + coe™. (138)
Mit Beispiel 23] folgt
21(t) = c1eM + cote™ fiir ein ¢, € C. (139)
Daher gilt
(@) (Mo +teMe (M e (¢
0= (20) = (T = () ) (¢ (110)
und somit
L={z¢€C'R,C?:z(t) = E(t)c fiir ein c € C*}, (141)
wobei N
e te
=[5 %) (142)

. J

Fiir Jordanblocke mit hoherer Dimension d > 2 kann man analog zum obigen Beispiel iterativ
eine Formel herleiten.

Proposition Es sei fir A € C das System 2/(t) = (A + N)z(t) in C%*¢ gegeben,
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wobei N € C™? wie in (130]). Dann gilt fiir

26/\t d—26/\t d—lekt
eM o teM tT t(d72)! tEf’*T&’
0 e teM t(d_,;)ut
At :
i |00 e . 1)
0 R .. 0 e)‘t
d.h. M(t) = (mij(t))i,jzl,...,d mit
ti—ight . .
_€ >
m;(t) = { G (144)
0 sonst
dass
L={ze C'R;C? : 2(t) = M(t)c fiir ein ¢ € C*}. (145)

Beweis. Dies konnte man mit Induktion wie in Beispiel [30| folgern. Wir kénnen aber ‘2’
auch direkt nachrechnen. Definiert man

A1 0

J=MyN=| b (146)
: o1
0 ... ... A

Fiir alle {i,j =1, ...,d} mit i < j gilt nun nach der Produktregel

Hi—i—1 At Hi—ipt . ma;(t)
m; (t)

Beachte nun, dass fiir ¢ < d der i-te Zeilenvektor von J gegeben ist durch e; ;1 + Ae;. Das
bedeutet
JTe; = i-te Spalte von J' = i-te Zeile von J = e;41 + Ae;. (148)

Wir folgern fiir 4, j € {1,...,d} mit i < j (also insbesondere i < d)

ma;(t) mi;(t) mi; (1)
mi(t) = (esi+Xe)- [ | =Te)" | i | =elJ| | =elIM(bey
ma; (1) ma;(t) ma;(t)
(149)
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Mit anderen Worten gilt fiir ¢ < j

e M'(t)e; = mi;(t) = ef (JM(1))e; (150)
Diese Gleichung gilt auch fiir 4,5 € {1,...,d} mit i« > j da alle o.g. Matrizen obere
Dreiecksmatrizen sind und deswegen auf beiden Seiten von Null steht. Fiir ¢ = j
ist es auch leicht, dies Gleichung nachzurechnen. Wir iiberlassen dies den Lesenden als
Ubungsaufgabe. Da el Be; stets den i, j-ten Eintrag einer Matrix B liefert, folgern wir
insgesamt M'(t) = JM(t). Somit gilt fiir z.(t) := M(t)c stets

2L(t) = M'(t)e = JM(t)c = Jz.(t), (151)

was ‘D’ zeigt. Die andere Inklusion ‘C’ muss (wie wir spéter herausfinden werden) gar
nicht gezeigt werden, denn nach Korollar ist I ein Vektorraum der Dimension d und
man {iberzeigt sich leicht wegen der Invertierbarkeit von M (t), dass auch {z € C*(R;C?) :
z(t) = M(t)c fiir ein ¢ € C?} auch ein Vektorraum der Dimension d ist. Die Gleichheit
folgt.

(. J

Nun koénnen wir also sémtliche Gleichungen der Form y/'(t) = Ay(t) explizit 16sen.

4 )

Zusammenfassung 31. Wir fassen hier den Spezialfall von linearen 2 x 2-Systemen zu-
sammen. Weil es fiir 2 x 2 Matrizen nicht so viele Méglichkeiten fiir Jordan-Normalformen
gibt, finden wir explizite Losungsformeln. Gegeben sei

y(t)=Ay(t) (teR) (152)

fiir eine beliebige Matrix A € C?*2.
FALL 1. A diagonalisierbar, d.h. 35 € C"": S71AS = <)\1 U

0 )\2), A1, Ag € C. Dann

L={z€ C'(R,C?: z(t) = E(t)cfiir ein c € C*}, E(t)=S (e;\;t e’(\)?t> . (153)

Al

FALL 2. A nicht diagonalisierbar, d.h. 35 € C*": S71AS = (O \

),)\GC. Dann

VY
L={zcC'R,C?:z2(t)= E(t)cfiirein ce C*}, E()=S (60 t:/\t) : (154)

| J

Wir sehen hier nochmal, dass es eine gute Idee war, in diesem Abschnitt iiber C zu arbeiten
— im Koérper R hat nédmlich nicht jede Matrix eine Jordan-Normalform!

Ein Problem gibt es aber: Hat man eine DGL der Form ¢/(t) = Ay(t) mit einer reell-
wertigen(!) Matrix A € R™ ™ gegeben, so hitte man auch gerne reellwertige Losungen. Mit
unseren Formeln bekommen wir das aber erstmal nicht: Hat A komplexe Eigenwerte, so ist
zum Beispiel auch die Matrix E(t) in den Beispielen , und |30| komplexwertig.

21



~N

Definition 32. Es sei ¢/(t) = Ay(t), (t € R) mit einer Matrix A € R™*"™ gegeben. Es sei
L c CY(R;C") die allgemeine Losung dieses Systems. Dann nennen wir LN C*(R; R") die
reelle allgemeine Lésung.

| J

Wir wollen eine Formel fiir die allgemeine reelle Losung finden. Dazu benétigen wir:

Lemma 33. Gegeben sei /(t) = Ay(t), (t € R) fiir ein A € R™". Sei L ¢ C*(R;C") die
allgemeine Losung. Dann ist L ein linearer Unterraum von C*(R; C"). Ferner ist fiir alle
y € L auch Re(y) und Im(y) (komponentenweise gebildet) ein Element von L.

(. J

'a A

Beweis. Die Unterraumeigenschaft zeigt man analog zu Proposition [I7] Nun sei y € L.
77 Re(y) € L. Dies rechnet man mit den Eigenschaften aus Aufgabe 1 auf Blatt 3 nach:

L Re(y(1)) = Re(y/(1)) = Re(Ay(1) —— A(Re(y(1). (155)
Analog zeigt man Im(y) € L.

Die folgende Proposition gibt eine Formel fiir die allgemeine reelle Losung.

Proposition 34. Es sei fiir A € R"*" das lineare System y/(t) = Ay(t), (t € R) gegeben.
Die allgemeine Losung habe die Gestalt

L= {ye€ CY(R;C") : y(t) = E(t)c fiir ein ¢ € C"} (156)
mit £ € C'(R; C™") und (komponentenweise gelesen)
E(t) = Re(E(t)) +ilm(E(t)) € C™" ¥Vt e R. (157)
Dann gilt

LNCYR;R™) = {y € CY(R;R™) : y(t) = Re(E(t))c; +Im(E(t))cy fiir ¢1, ¢y € R"}. (158)

. J

Beweis. Zu ‘C’. Sei y(t) € LN CY(R;R"), d.h. zum Einen y(t) = E(t)c fiir ein ¢ € C"
und zum Anderen y(t) = Re(y(t)) fiir alle t € R. Nun

E(t)e = [Re(E(1)) + dm(E(1))] [Re(c) + ilm(c)] (159)
= Re(E(t))Re(c) — Im(E(t))Im(c) + i(Re(E(t))Im(c) + Im(E(t))Re(c)).  (160)

Mit ¢; := Re(c) und ¢o := —Im(c) folgt
y(t) = Re(y(t)) = Re(E(t))Re(c) — Im(E(t))Im(c) = Re(E(t))cr + Im(E(t))ce.  (161)

Zu ‘D’. Es sei y(t) = Re(E(t))ey + Im(E(t))cp fiir ¢1,c0 € R™ 77, y € L. Wegen ((156))
definieren 2 (t) := E(t)c; und z5(t) := E(t)ce Elemente aus L. Nach Lemma [33]sind auch
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Re(z1),Im(z;) € L. Wiederum nach Lemma [33] gilt auch Re(z1) 4+ Im(2;) € L. Nun

(Re(z1) + Im(22))(t) = Re(z1(t)) + Im(z2(t)) = Re(E(t)cr) + Im(E(t)c) (162)
Re(E(t))er + Im(E(t))cs. (163)

c1,co€R™

Die Behauptung folgt.

- J

Ein wenig unbefriedigend ist, dass wir gar nicht so genau wissen, ob fiir jedes lineare System
die allgemeine Losung die Gestalt aus hat. Spater werden wir dies aber beweisen. Daher
ist es in der Praxis auch immer der Fall, siehe z.B. Zusammenfassung [31].

Am Ende noch ein Wort zu Anfangswertproblemen.

Proposition 35. Es sei die DGL /(t) = Ay(t), (t € R) fiir ein A € C™™ gegeben. Die
allgemeine Losung habe die Gestalt

L= {ye€ C'(R;C") : y(t) = E(t)c fiir ein c € C"} (164)

wobei E(t) € C"*™ invertierbar fiir alle . Dann hat fiir ¢y € R und yo € C" das Anfangs-
wertproblem

{@w:mm>@eR> (165)
9(to) = Yo

die eindeutige Losung g(t) := E(t)(E(to) 'yo). Ist ferner A € R™™ und yy € R" so gilt
g € CH(R;R™).

Beweis. Sei § eine Losung von ((165). Da g die DGL 16st gibt es ein ¢ € C"* mit g(t) =
E(t)c. Damit gilt

glto) =yo & Elto)c=yo & c= E(to) 'y (166)

Das Anfangswertproblem ist also genau dann erfiillt wenn §(t) = E(t)(E(ty) 'yo)
— die Losung ist also eindeutig festgelegt. Nun zum zweiten Teil der Behauptung. Sei
nun A € R™" und yo € R™ Sei § € C'(R;C") eine Losung des AWP (165)), d.h. § € L
und g(tg) = yo. %7 v € CY(R;R™). Aus Lemma [33 schlielen wir, dass auch Re(y) € L.
Ferner gilt

Re(7)(to) = Re(y(to)) = Re(yo) = 1o (167)

Somit 16st also Re(7) dasselbe Anfangswertproblem wie 7, namlich ((165)). Da dieses AWP
aber eine eindeutige Losung hat, schlielen wir § = Re(g) € C'(R; R™).

| J

Etwas ungliicklich ist bei der obigen Proposition wieder, dass die Invertierbarkeit von FE(t)
vorausgesetzt werden muss. Wir werden spéter sehen, dass diese Invertierbarkeit immer
gegeben ist, daher ist die Vorraussetung in der Praxis immer erfiillt.
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1.2.4 Lineare DGLs zweiter Ordnung (mit konstanten Koeffizienten)

N\

DGL-Typ 36. Eine lineare (homogene) DGL zweiter Ordnung (mit konstanten Koeffizi-
enten) ist von der Form

y'(t) +ay' (t) + by(t) =0 (t € R), (168)

wobei a,b € C. Die allgemeine Losung ist in diesem Fall gegeben durch

L:={y € C*R;C) : y"(t) + ay'(t) + by(t) = 0 Vt € R}. (169)

" J

Methode 37. Gegeben sei die DGL y"(t) + ay/(t) + by(t) = 0 fiir a,b € C. Sei y eine

Losung. Setze
o(t) = y(t)
{z 0=y )

21 (t)
z(t) = y'(t) = (1), (171)
at) =y'(t) == —ay'(t) = by(t) = —az(t) — bzo(t). (172)

Z(t) = (28) - (_méi (i)bzo(t)) B (—Ob —1a> (222) - (—Ob —la) A0 U7

Das obige lineare System kénnen wir nun mittels Zusammenfassung explizit losen,
nennen wir dessen allgemeine Losung IL. Schauen wir nun zuriick auf Gleichung (170)) so
lernen wir: Jede Losung y ist die erste Komponente eines Elementes von L. Mit anderen
Worten

L c {y € C*(R;C) : y(t) = (2(t), e;) fiir ein z € C*(R; C?) mit 2'(t) = <_Ob —1a> z(t)} :

(174)
Hierbei ist (v, w) := v"w das Skalarprodukt in C* und e; = (1,0)". (Deswegen (v, e1)=
erste Komponente von v). Auf Ubungsblatt 4 zeigen Sie, dass oben auch Gleichheit gilt.

Da wir alle zweidimensionalen Systeme explizit 16sen konnen wéren wir an der Stelle fertig.
Wir wollen aber (fiir a,b € R) eine explizitere Formel.

{ Satz 38. Es seien a,b € R und 3" (t) + ay/(t) + by(t) = 0, (t € R) gegeben. Dann gilt }
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(1) Falls % — b > 0 so definiere A5 := —§ £ V% —b. Es gilt

L = {y € C*(R;C) : y(t) = c1e™" + cpe™" fiir ¢1, ¢, € C}. (175)
(2) Falls ‘2—2 — b < 0 so definiere Ay 5 := —§ £1y/b— ‘2—2. Es gilt

L= {y € C*(R;C) : y(t) = c1e™" + e fiir ¢y, ¢, € C}. (176)

a? o . L a .
(3) Falls - — b = 0 so definiere A := —%. Es gilt

L= {y € C*(R;C) : y(t) = c1e™ + cyte fiir ¢y, ¢ € C}. (177)

J

Beweis. Zuerst zu Fall (1) und (2), d.h. % — b # 0. Sei y eine Losung. Wir wissen aus
Methode [37] dass

y(t) = (2(t),e1) fiir ein 2 € CYR;C2) mit  2/(f) = (_Ob _1a) =(8). (178)

: 1 . : :
Wir setzen nun A := _Ob —a) und bestimmen die allgemeine Losung von 2/(t) = Az(t).
Zwischenbehauptung. A ist diagonalisierbar. Dazu berechnen wir das charakteristische

Polynom.

-2 1

det(A — \I) = det (—b B

): (=A)(=a— ) +b= X\ +a\+b. (179)

Man sieht, dass (sowohl in Fall (1) als auch in Fall (2)) die Nullstellen des char. Polynom
gerade durch Aj, Ay gegeben sind. Da \; # )\, ist A diagonalisierbar. Daher gibt es S €
C™™ invertierbar so, dass S™'AS = diag(\1, \2). Mit Zusammenfassung (31| folgt

At
2(t) =S (60 692t> (Z;) fir dy,d, € C. (180)
Daher
. . e’\lt 0 dl e)‘lt 0 dl —T
o= en=(s(5 2) ()}, (5 2) ()
(181)

eMtdy\ =T eMtd v =T v
= <(e’\2td;> ;S €1> = <<e>\2td;> ) <02)>’ wobei S e; =: (vg . (182)
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Wir erhalten y(t) = div,eM? + dyDpe*?!. Setzt man ¢ := d17; und ¢y 1= doT, so erhilt
man y(t) = c;eM! + ce*?’. Final folgt

L C {y € C*R;C) : y(t) = cre™M’ + cpe™ fiir ¢1, ¢y € C}. (183)

Durch direktes Nachrechnen zeigt man auch ‘O’.

Nun zu Fall (3). Sei y eine Losung. Wir definieren A wie oben, betrachten das Hilfssys-
tem 2z'(t) = Az(t) und berechnen das char. Polynom von A exakt wie in (179). Dieses
hat wegen der Annahme, dass % — b = 0 nur eine Nullstelle A = —¢ mit (algebraischer)
Vielfachheit 2.

Zwischenbehauptung. A ist nicht diagonalisierbar. Hierzu zeigen wir, dass die geome-
trische Vielfachheit von A strikt kleiner 2 ist. Betrachte dazu

A-M=A+8I= (fb 1Q>. (184)
2

Dies ist nicht die Nullmatrix, hat also Rang > 1. Fiir die geom. Vielfacheit gilt dann

a

= dim[Ker(A — AI)] = 2 — Rang(A — A\) = 2 — Rang (—ib L ) <1<2  (185)

_a
2

Die Matrix ist also nicht diagonalisierbar. Nach Zusammenfassung [31| gibt es S € C™*"

invertierbar mit S~1AS = (A 1

0 )\). Es folgt mit Zusammenfassung

M teM\ [(dy ; .
2(t) =S ( 0 e’“) (d2> fir gewisse dy, dy € C. (186)
Man kann ab hier vorgehen wie in ff.
an-ne=(5( Z)E))-{(5 )G T o
() P (5 () e (2)

(188)
Man erhélt
y(t) = (6)\td1 + te)\tdg)ﬁl + 6)\td2§2 = (61d1 + ﬁ2d2)e’\t + dﬂlte’\t. (189)
| —— ~—
Man folgert y(t) = cieM + cote* und somit
L C {y € C*R;C) : y(t) = c;e™ + cate™ fiir ¢y, cp € C}. (190)

26




Von ‘D’ iiberzeugt man sich auch durch direktes Nachrechnen: Dass t ~— e eine Losung ist
iiberlassen wir Ihnen. Dass ¢ + te’ eine Losung ist sehen wir so: Mit 4 (te?) = e + AteM

dt
und L (teM) = 2XeM + X2teM erhalten wir

a2
d? d
—Q(tekt) +a—(teM) + bteM = (N2 +aX+b) te™ +  (2A+a) M =0. (191)
dt dt ~— —
=0 mit =0 weil A= —¢

Da L ein Vektorraum ist, sind nun also auch Linearkombinationen von e und teM
Losungen. Daraus folgt ‘D’.

(. J
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Anmerkung 39. Die in der Losungsformel auftauchenden Werte A; 5 sind gerade die
Nullstellen von p(A) := A* + a) + b. Dies geht aus der Rechnung in hervor. Das
Polynom p(A) heifit fortan charakteristisches Polynom von y"(t) + ay'(t) + by(t) = 0. Es
bestimmt auch in welchem Fall wir in Satz B§| sind.

e Fall (1): p(A\) hat zwei verschiedene reellwertige Nullstellen.

e Fall (2): p(\) hat zwei verschiedene nicht-reellwertige Nullstellen.

e Fall (3): p(A\) hat eine doppelte Nullstelle.

(. J

Als néchstes besprechen wir eine wichtige Anwendung, das Federpendel.

Abbildung 1: Das Federpendel
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Anwendung 40. DAS FEDERPENDEL (TEIL 1). Ein Massestiick (der Masse m > 0) ist
an einer Feder aufgehdngt und schwingt dort. Die (zeitabhéngige) Auslenkung aus der
Ruhelage heifit x(t), siehe Abbildung . Der Grund, dass das Teilchen schwingt ist, dass
die Feder eine Riickstellkraft F'(t) verursacht. Diese Riickstellkraft ist stets proportional
zur Auslenkung, d.h.

F(t) = —kz(t) fiir eine Konstante k > 0, Federkonstante genannt. (192)

In der Realitét wiirden auch noch andere Kriifte (z.B. Reibung, Gravitation) wirken, diese
vernachldssigen wir aber. Mit dem Newton’schen Bewegungsgesetz (F = ma) gilt

F(t) = ma(t) = ma"(t). (193)
Setzen wir (192)) und (193)) gleich so ergibt sich eine DGL fiir z(t).

mz"(t) = —kz(t) < 2"(t)+ La(t) =0. (194)
Wir nennen w := \/g > (0 und erhalten die DGL

2" (t) + w?z(t) = 0. (195)

Diese DGL ldsst sich mit Satz[38|16sen. Das charakteristische Polynom ist p(\) = A + w?
und dessen Nullstellen sind A; 5 = £iw. Wir folgern aus Fall (2) von Satz

;p(t) = cleiwt + CQB_th fir C1,Co € C. (196)

Wir betrachten nun ein Federpendel mit Anfangsort z(0) = zo € R und Anfangsgeschwin-
digkeit 2'(0) = vy € R, d.h. wir haben das Anfangswertproblem

2"(t) + w?z(t) = 0

z(0) = xg . (197)
2'(0) = vy
Mit ((196]) berechnen wir
zo = z(0) = 0160 4 060 = ¢; + ¢, (198)

vo = 2'(0) = criwe™ 0 + co(—iw)e™? = iw(c; — ). (199)

Dies fiihrt auf das folgende lineare Gleichungssystem

€1+ € = To L Ja=slmet) (200)
g —Ccp =2 : (LGS) nach c1,c2 losen | ¢y = %(xo . ?_0> .

W
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Wir erhalten, dass die zeitliche Auslenkung z(t) des Pendels gegeben ist durch

l’(t) _ %(1‘0 + %)eth + %(xo . %)e_iwt _ xow + %eiwt;ieiut (201>

= x¢ cos(wt) + * sin(wt). (202)

Diese Formel beschreibt eine Schwingung mit Frequenz w = \/g . Diese Frequenz nennt
man auch Figenfrequenz des Pendels.

| J

'a N\

Anmerkung 41. Um eine eindeutige Losung zu erhalten mussten wir in zwei An-
fangswerte vorschreiben, ndmlich Anfangsort und Anfangsgeschwindigkeit. Warum reicht
nicht nur ein Anfangswert? Wir erinnern uns (mit Methode , dass wir zu jeder linearen
DGL zweiter Ordnung ein 2-dimensionales(!) System erster Ordnung assoziieren kénnen.
Nach Proposition [35| bendtigt man bei einem zweidimensionalen System aber stets einen
(2-dimensionalen) Anfangswertevektor, um eine eindeutige Losung zu erhalten. Das erklért
warum hier 2 Anfangswerte vonnoten sind.

(. J

Der Rest dieser Sektion handelt von inhomogenen linearen DGLs zweiter Ordnung.

N\

DGL-Typ 42. Eine lineare inhomogene DGL zweiter Ordnung (mit konstanten Koeffizi-
enten) ist von der Form

y"(t) +ay(t) +by(t) = g(t) (t € 1) (203)

fiir a,b € C und g € C°(I;C).

" J

Fiir bestimmte Werte von a, b lésst sich eine schone geschlossene Formel finden.

Satz 43. Es seien a,b € R, %—b # 0und g € C°(I; C). Seiyy(t)+ay (t)+by(t) = g(t), (t €
I) gegeben. Seien )\, Ay die beiden (verschiedenen) Nullstellen von p(\) := A2 + a\ + b.
Dann hat jede Losung die Gestalt

1 t t
_— e)‘Qt/ e 2%g(s) ds — e’\lt/ e~ Mg(s) ds (204)
A2 — A\

fiir gewisse dy,dy € C.

(. J

y(t) = dieM’ + dye™ +

4 A

Beweis. Wir wandeln die DGL zunéchst in ein (inhomogenes) System erster Ordnung
um. Fiir eine Losung y setzen wir also z¢(t) := y(¢) und z;(t) = ¢/(¢) und berechnen

t) = —az(t) — bzo(t) + g(t) (205)

+9(
(g?t)) . (206)
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Dieses lineare inhomogene System kénnen wir 16sen wie in Anmerkung . Wie in ((179))
0
—b
Laut Anmerkung [27|ist dann jede Losung von (206]) gegeben durch

zeigen wir zunéchst, dass A := diagonalisierbar ist und Eigenwerte A;, Ao hat.

> = B(t)d(t) fiir ein d € CY(I;C*) mit E(t)d'(t) = (g?t)) : (207)

At
Hierbei muss E(t) wie in (120) bestimmt werden, d.h. E(t) = S (60

eine Matrix ist, die A diagonalisiert.

692t> , wobei S
1
A

dass jede Spalte von S ein Eigenvektor von A ist. In der Tat gilt fir ¢ = 1,2 (mit p(\)
definiert wie in der Aussage)

A (Al) = (_Ob _1a) (Al) = (_b i’@) - (A% _A;(Ai)) _ (;2) Y (Al) . (208)

Nun haben wir also
eMt 1 1 ettt
p0=5(%" 2)= (0 ) (5 o) (209)

Mit (207 kénnen wir dann d(t) berechnen:
-1
0
210
(g(t)> (210)

(0 £09) et 0N\ 11
/ — E 1 fr——
1) ) <9(t)> (MN)=t=N—1M~! ( 0 @A2t> (Al )‘2)

Zwischenbehauptung. Die Matrix S := ( )} ) diagonalisiert A. Wir zeigen dazu,
2

Invertierformel G_Alt 0 1 )\2 —1 0
fiir 2 x 2-Matrizen ( 0 67/\2t )\2 — )\1 —)\1 1 g(t) <211)
1 feMt 00\ [(—g(t) L (e Myg(t)
= = . 212
Ay — A\ ( 0 €A2t> < 9(t) Ay — A\ e %g(t) (212)
Das heifit
a1 el
d(t) = (dz) + . / ( e—223g(s) ds fiir dy,d, € C. (213)
Mit (207) folgt
2o(t) 1 1Y\ [eMt 0 d; 1 /t —e M3g(s)
p— E p—
(21(t)> (1)) (/\1 )\2) ( 0 e ) " Ay — A1 e *2%g(s) as
(214)
11 dyeMt 1 —eMt [TeMisg(s) ds
= —_— . 21
(Al Az> [(d) LYY ( et [ emdarg(s) ds (215)
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Wir betrachten nun nur die erste Komponente dieser Martix-Vektor-Multiplikation und
erhalten

vty = a0 = (1 07 [($50) 4 i (e 8] (216)

1 t t
= die™" + dpe™' + (e)‘Qt/ e *2%g(s) ds — e’\lt/ e Mig(s) ds) . (217)

A2 — A\

(. J

4 )

Anwendung 44. DAs FEDERPENDEL — TEIL II. Betrachten wir nochmal das Feder-

pendel mit derselben Notation wie in Anwendung A0} Diesmal wirkt aber neben der
Riickstellkraft noch externe Kraft h(t), z.B. gegeben durch Wind. Anstatt (192]) haben

wir also
F(t) = —kx(t) + h(t) k > 0 Federkonstante, h(t) zeitabhéingige externe Kraft. (218)

Die Newton’sche Bewegungsgleichung F' = ma liefert dann

ma(t) = —kz(t) + h(t) = 2"(t)+ La(t) = Lh(t). (219)
Wiederum mit w := \/g > 0 und h(t) := % hat man
2" (t) + wx(t) = h(t). (220)

Wir bretrachten hier den Fall h(t) = de'® fiir ein @ > 0 und d € C. Mit Formel (204)
kénnen wir nun die Losungen bestimmen. Beachte dazu dass p(A) = A? + w? und daher
A12 = £iw. Formel (204)) liefert dann (fiir dy, dy € C)

. . d . L . L
Qi’(t) _ dlezwt + d26—zwt . 2_ (6—zwt/ ez(a—i—w)s ds — ezwt/ ez(a—w)s dS) ) (221)
1w

Falls a # w so gilt

, , d , 1 , , 1 :
t) = die™t & demwt — —iwt (atw)t _ iwt i(a—w)t 299
#(t) = die™ + dye 2iw (6 z'(a—i—w)e ‘ i(a—w)e (222)
. . d 1 1 ;
=d wt d wt i _ zat‘ 293
e e +2w <a+w a—w)e (223)
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Falls a = w so folgt

, , d ot "
z(t) = die™" + doe ™" + 50 (e“"t/ e*s ds — e“"t/ 1 ds) (224)
w
| d (1, : d_ i d
=d wt d —iwt "~ iwt —t wt — d iwt d —iwt o wt - — ¢ wt
e e T o (ine ‘ AR T
(225)
. , d . ~ d
= iwt d —iwt — ¢ iwt it d ' =d _ 226
1€+ dye i e mit d; 1+ 12 ( )

Obwohl die externe Kraft h(t) = mh(t) = mde™ beschrinkt ist, ist im Fall o = w jede
Losung fiir ¢ — oo unbeschréankt! Selbst kleine externe Kréfte kénnen also unbeschrankt
grofle Effekte auf das System haben. Man spricht von Resonanzphdinomenen.

| J

Die Losungsformel aus (204]) ist langlich. Manchmal kann man die Anwendung dieser Formel
umgehen indem man eine Losung rdt.

Proposition 45. Es sei 4 (t) + ay'(t) + by(t) = g(t), (t € I) fiir a,b € C,g € C°(I;C)
gegeben. Wir bezeichnen die allgemeine Losung dieser DGL mit L. Sei nun y, € C*(I; C)
eine Losung, d.h. y(t) + ay,(t) + by,(t) = g(t) fiir alle £ € [ und

Lom := {z € C*(I;C) : 2"(t) + a2'(t) + bz(t) = 0 fiir alle t € I}. (227)
Dann gilt
L= {y e C*I;C) :y(t) = z(t) + y,(t) fiir ein 2 € Lyom}- (228)
Man schreibt L = Lipom + ¥p-

Eine solche geratene Losung vy, nennt man dann partikuldire Losung.

4 A

Beweis. Zu ‘C’. Sei y € LL. Definiere z := y — y,. Wir zeigen, dass Z € Lyom.

Z'(t) +aZ'(t) + b2(t) = (¥ (1) — y, (1) + aly'(t) — y, (1) + b(y(t) — y,(1)) (229)
y"(t) +ay'(t) + by(t) — (y, (t) — ay,(t) — by, (t)) (230)
g(t) —g(t) = 0. (231)

Somit Z € Lyom und da y = y, + 2 folgt ‘C’. Zu ‘D’. Sei y = y, + 2 fiir ein z € Lyom. Dann
gilt

y'(t) +ay'(t) + by(t ) (v, (1) + 2" () + aly,(t) + 2'(t) + bly,(t) + 2(¢)) (232)
Yy (t) + ay,(t) + byy(t) + 2"(t) + a2’ (t) + bz(t) = g(t) + 0 = g(t).
(233)

Somit ist y eine Losung, d.h y € L.
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Beispiel 46. Wir 16sen
y'(t)+ 3y (t) +2y(t) =17 (t € R). (234)
Wir raten eine partikulire Losung y,(t) = 1. In der Tat:

17
Yy, (t) + 3y, (t) + 2y,(t) = 0+ 0 + 27 =17. (235)

Nach Satz (oder Ubungsaufgabe 4 Blatt 3) wissen wir: Die allgemeine Losung des
homogenen Problems 2”(t) 4+ 32/(t) + 2z(t) = 0 ist

Liom = {z € C*(R;C) : 2(t) = cre™" + coe™ " fiir ¢, o € C}. (236)
Wir folgern

L ={y € C*(R;C): y(t) = cre " + ce”* + L fiir ¢1, ¢ € C}. (237)

(. J

Beispiel 47. Wir 16sen

" / J—
y (t) + 3yv(t) + 29@ =445t (teR). (238)
(LS) (RS)

Wir raten eine partikuldre Losung mithilfe eines Ansatzes.
Ansatz: Yp(t) = 0o+ 01t fiir 6y, 6, € C. (239)
Wir suchen passende 6y, ;. Einsetzen in (LS) liefert
(LS) = yy(t) + 3y, (t) + 2yp(t) = 0+ 301 + 2(0p + 01t) = (361 + 26) + 20:¢.  (240)

Damit ist (LS) = (RS) dquivalent zu

(301 + 260) + 201t = 4 + 5t

0, + 20, = 4 0, + 20, = 4
{31+ 0 o {31+ 0 (241)

20, =5 20, =5

Man erhilt §; = 2 und 6y = %. Somit ist y,(t) = % + 3t eine partikuldre Losung. Wie im
vorigen Beispiel gilt

Liom = {z € C*(R;C) : 2(t) = cre™" + coe " fiir ¢, o € C}. (242)
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Wir folgern
L={yecC*R;C):y(t) =cie™" + e + I + 3¢ fiir ¢1,¢5 € C}. (243)

Dies hdtte man auch mit Satz 43| herausfinden kénnen, wére aber mehr Arbeit gewesen.

1.2.5 Lineare DGLs zweiter Ordnung (mit zeitabhingigen Koeffizienten)

DGL-Typ 48. Eine lineare homogene DGL zweiter Ordnung ist von der Form

y'(t) +a)y' () +b(t)y(t) =0 (t € 1), (244)

fiir a,b € C°(I; C).

" J

Unsere Methode hier beruht auf der folgenden Beobachtung, die wir spiter beweisen.

Proposition 49. Es sei fiir a,b € C°(I; C) die DGL v (t)+a(t)y' (t)+b(t)y(t) = 0, (t € I),
gegeben. Dann ist die allgemeine Losung I € C?(I; C) stets ein C-linearer Unterraum der
Dimension 2.

(. J

4 )

Beweis. Spéter.

| J

Um die allgemeine Losung zu beschreiben benétigen wir also zwei linear unabhéngige Losungen.

Definition 50. Es sei fiir a,b € C°(I; C) die DGL 3" (t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0, (t € I),
gegeben. Seien 1, y» € C?(I; C) zwei Losungen. Dann definieren wir die Wronski-Funktion
von wlyy, y2| : I — C durch

wlys, y2 (1) == y1 ()9 (t) — 2 (B)n (1) (¢ € ). (245)

| J

Proposition 51. Es sei fiir a,b € C°(I; C) die DGL y"(t)+a(t)y'(t)+b(t)y(t) = 0, (t € I),
gegeben. Seien yy,y, € C?(I;C) zwei Losungen. Dann gibt es ¢ € C mit

ulnosl) = coxp (~ [[ats) as). (246)

Falls ¢ # 0 so sind y1, y» linear unabhéngig.

4 )

Beweis. Beachte

yi () +alt)yi(t) +b(t)y:(t) =0 Viel Vi=1,2. (247)
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Setze w = wlyi, yo|. Wir leiten zunéchst eine DGL fiir w her.

w'(t) = (yl(t)y () = 42(t)y (1)) (248)
= y’l(t)yé(t) +u1(0)ys () — vty () — v2(t)yi (t) (249)
= y1(t)y (1) — (B (1) (250)
o V1O (—a()a(t) — b(H)a(t) — v2(H)(—a() () — b (1)) (251)
= —a(t)y1(O)y(t) = b(t)yr (W)ya(t) + a(t)y2(t)yr (1) + b(E)ya(t)y1 (1) (252)
= —a(t) (11 (e (t) — v2(D)p1 () = —a(t)w(?). (253)

Also gilt w'(t) = —a(t)w(t). Aus Satz §| folgt dann

w(t) = cexp (— / ta(s) ds> fiir ein ¢ € C. (254)

Wir zeigen jetzt noch, dass lineare Abhéngigkeit von yy, y zu ¢ = 0 fiihrt. Seien also y1, yo
linear abhéngig. Ist y; = 0 oder y = 0 so gilt klarerweise w = w[yy, y2] = 0, was zu ¢ =0
fithrt. Sind y;,y2 # 0 so gilt (wegen linearer Abhéngigkeit) y; = Ays fiir ein A € C. Daher

w(t) = wlyy, y2) (1) = y()ya(t) — v () = Mya()ya (1) — y2() (M) () (255)
= Ay2(t)a(t) — Aya(t)ys(t) = 0. (256)

Es folgt also ¢ = 0.

(.

Methode 52. Es sei fiir a,b € C°(I;C) die DGL y"(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0, (t € I),
gegeben. Nehmen wir auch an, wir haben eine Losung y; der Gleichung (z.B. geraten)
mit yy(t) # 0 fiir ¢ € I (OBdA y; > 0, sonst betrachte —y;). Wir beschaffen uns nun
eine zweite linear unabhéngige Losung .. Nach Proposition [51] erfiillt jede weitere linear
unabhéngige Losung y»

(40 ] (Ouelt) = cop (~ | "afs) ) (257)

fiir ein ¢ # 0. Sagen wir mal ¢ = 1 (ansonsten betrachte ein geeignetes Vielfaches von ys).
Teilen wir nun durch y; so erhalten wir eine lineare inhomogene DGL:

0= (B9 1ot = s exp (= [ ats)as). (258)

(
o o0 = (U9 ) e+ ew (- [ oo 3) = alul + 30, (259

mit a(t) = v (1) b(t) = Lt) exp <— ft a(s) ds). Die DGL y(t) = a(t)y»(t) + b(t) lisst sich

y1(t)’ y1(
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dann mit Satz 20] 16sen. Es gilt fiir ein ¢ € C

(t) = &0 (e v [ du) , (260

wobel
(o) () o
= ([ 4 towinls) ds) = expliogn(s) = (o), (262)

Das bedeutet

wt) =) (o4 [ e (= [ ot as)) (263)

— () + () / tl;)QeXp (— / " als) ds) du. (264)

Y1 (u

Wir konnen getrost ¢ = 0 wéhlen, denn —cy; ist bereits eine Losung darf daher hinzu-
addiert werden ohne L zu verlassen (weil L ja ein Vektorraum ist, siehe Proposition .

o (t) = 1 (t) / tﬁexp <— / " als) ds) du. (265)

Wegen Proposition [49[ muss dann (aus Dimensionsgriinden) jede weitere Losung eine Li-
nearkombination aus y; und ys sein, d.h.

L={ycCI;C):yt) = ciy1(t) + caya(t) fiir 1, ¢y € C}. (266)

Beispiel 53. Wir betrachten die Legendre-Gleichung

(1—1)y"(t) = 2ty'(t) +2y(t) =0 (t € (0,1)), (267)
oder #dquivalent
2t 2
(1)~ oy () () =0 (€ (0,1)) (268)
Man rit leicht, dass y;(t) = t eine Losung ist. Um eine linear unabhéngige Losung zu
finden benutzen wir (265) mit a(s) = ==5. Beachte

exp (- /ua(s) ds) — exp </u%> — exp(—log(1 — u?)) = ﬁ (269)
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Somit liefert (265))
b1 1 1

Y2 <t) =1 E ) 1 — u2 du Partlalbruchzerlegung t/ (@ * — ) du <270)
(-1 / ! + / d (271)

B t 1-— u2 1 —wu)(1+w) "

1 1

- _- Z 272
Partialbruchzerlegung ! (|: t:| * / 2 (1 — U + 1 —+ u) du) ( 7 )

—t ({—H + [—%log(l 1) 4 5 log(1 +t)] ) (273)
N %1og(1 +1) - élog(l _9). (274)

Damit gilt

L = {yGCz(I;(C):y(t) :clt+02( 1+ 210g(1+t)——10g(1—t)) fiir ¢1, co GC}
(275)
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Natiirlich bleibt in solchen Situationen immer das Problem, dass y; geraten werden muss.
Dafiir kénnen zum Beispiel alle Polynome bis zu einem gewissen Grad durchprobiert werden.
Weiter denkbar ist der sogenannte Potenzreihenansatz, d.h. man sucht (¢x)ren, C C so dass

= Z citt  eine Losung ist. (276)
k=0

Einsetzen in die DGL liefert stets eine Rekursionsgleichung fiir (cx)ren, -

1.3 Integrale der Bewegung

Eine Moglichkeit, Differentialgleichungen zu losen ist durch das Finden von Integralen der
Bewegunyg.

Definition 54. Es sei fiir f € C°(I x G;R"),G C R", die Differentialgleichung

(DGL) y(t) = fty(t) (tel) (277)

gegeben. Eine Funktion g € C1(I x G;R), g # const., heilt Integral der Bewegung (IDB)
oder Erhaltungsgrifle falls fiir jede Losung y von (DGL) gilt

g(t,y(t)) = const. auf I. (278)
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Anmerkung 55. Gegeben sei die DGL y/(t) = f(t,y(t)),(t € I). Ist g € CY(I x G;R).
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Dann ist g = g(7, 2z) ein Integral der Bewegung genau dann wenn

d ) X
0 =29t y(t)) =—====== Dy(t.y(t)) <y,(t)) = (0r9 D.g) (t.y(1)) <y,(t))
= 0-g(t,y(t)) + D=g(t,y (1)) - y'(t) = Org(t,y(t)) + D=g(t,y(t)) - f(t,y(1).  (279)

Zusammengefasst: g = g(7, z) ist IDB fiir v/'(t) = f(t,y(t)), (t € I) falls

0-9(1,2) + D,g(7,2) - f(1,2) =0. (280)

| J

Beispiel 56. Fiir die DGL ¢/(t) = ay(t) definiert g(7, z) := e~ %"z ein Integral der Bewe-
gung. In der Tat: Mit f(7, z) = az berechnen wir

0-9(1,2) + D.g(7,2) - f(1,2) = —ae" "z + e " (az) = 0. (281)

(. J

Oft lasst sich die Gleichung ¢(t,y(t)) = ¢ nach y(¢) umstellen. Daher kénnen Integrale der
Bewegung helfen, Losungen explizit zu bestimmen. Wie konstruiert man IDBs?
1.3.1 Exakte Differentialgleichungen

Den nachfolgenden DGL-Typ werden wir durch Finden eines Integrals der Bewegung l16sen.
Um dieses zu konstruieren benotigen wir einen kleinen Exkurs zu Gradientenfeldern.

Einschub: Gradientenfelder.

Definition 57. Es sei @ C R", n > 1 ein Gebiet. Ein Vektorfeld F' € C°(Q;R") heifit
Gradientenfeld, wenn es eine Funktion ¢ € C'(€;R) gibt mit ' = V¢. Eine solche
Funktion ¢ heifit Stammfunktion oder auch Potential.

Ist n = 1, so haben alle F' € C°(2;R) eine Stammfunktion, gegeben durch

6(2) = / " F(s) ds. (282)

Fiir n > 1 gibt es nicht zwingend eine Stammfunktion, wie wir spéter sehen werden.

Beispiel 58. Gegeben sei ' : R? — R durch

4132
P = (2070 ) (283

Wir fragen uns, ob F ein Gradientenfeld ist. Gibe es nun ¢ = ¢(7,2) € C'(R%R) mit
V¢ = F so wire

0-¢(7,2) = Fy(7,2) = 47°2, (284)
0.0(7,2) = Fy(1,2) = 22+ 1+ 74 (285)
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Wir integrieren die erste Gleichung (fiir festgehaltenes z) nach 7 und erhalten
(1, 2) = 2 + ¢(2), (286)

wobei ¢(z) eine Integrationskonstante ist (die fiir jedes z eine andere sein darf!). Wir leiten
den Ausdruck in (286 nun nach z ab und vergleichen mit (285)). Einerseits

[286) = 0.4(7,2) = 7* 4+ ¢(2) und andererseits ([285) = 0.4(7,2) = 74 + 22 + 1.
(287)
Wir kénnen beide Folgerungen wahr machen wenn 74 + ¢/(2) = 7% 4 22 + 1. Das bedeutet

d(z) = 2>+ 1, also ¢(z) = 52° + 2 + ¢ fiir ein ¢y € R. Wir erhalten mit (2806))

1 1
(1, 2) = T2 + §z3 +z2+c= §23 + (7t 4+ 1)z + co. (288)

(. J

Die obige Rechnung muss nicht immer aufgehen: Ware F kein Gradientenfeld, so wére es
unmoglich, beide Bedingungen in (287)) zu erfiillen. Das Lemma von Poincare gibt ein Kri-
terium, ob ein Gradientenfeld vorliegt.

4 N\

Satz 59. LEMMA VON POINCARE. Sei 2 C R", n > 1 ein Gebiet und F = (Fy, ..., F,,)T €
C1(£2;R") ein Vektorfeld.

1. Ist F ein Gradientenfeld, so gilt 0;F; = O;F; fiir alle i, =1,...,n

2. Ist Q sternférmig und 0;F; = 0; F; fiir alle i, = 1, ..., n, so ist I ein Gradientenfeld.

(. J

[ Teilbeweis. Wir beweisen nur Teil 1. Sei F' Gradientenfeld, etwa F' = V¢ fiir ein ¢ € |
CL(;R). Das heiit Fy, = Oy¢ fiir alle k = 1,...,n. Da F' € CY{(Q;R") gilt ¢ € C?*(Q;R).
Mit dem Satz von Schwarz sieht man dann

OF; = 0,(0;0) = 0,(00) = O, . (289)

| J

In der Praxis geniigt es iibrigens, das Kriterium 0,F; = 0,;F; nur fiir ¢ # j zu iiberpriifen:
Fiir ¢ = j ist es automatisch erfiillt.

DGL-Typ 60. Eine ezakte DGL ist eine DGL der Form

p(ty(0) +q(ty(@)y' () =0 (t€ 1) (290)

wobei p,q € C°(I x J;R),(J C R Intervall) so, dass F' = (p,q)T € C°(I x J;R?) ein
Gradientenfeld ist.
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Proposition 61. Es sei die exakte DGL p(t,y(t)) + q(t,y(t))y' (t) = 0,(t € I) gegeben
und F = (p,¢)". Dann ist jede Stammfunktion von F ein Integral der Bewegung.

J

Beweis. Es sei ¢ € C1(I x J;R) mit Vo = F = (p, q). Schreibe ¢ = ¢(7,2), d.h. 0,9 = p
und 0,¢ = ¢. Sei nun y € C*(I;R) eine Losung. Dann gilt

d 1 1
GO9(0) e D) () = 00 0.0) () () 290
= 0:0(t, y(t) + 0:0(t, y(1)y'(t) = p(t,y(#)) + a(t, y(1)y'(t) = 0. (292)
[ Beispiel 62, Teil 1. Gegeben ist die DGL )
Ay(t) + (y@)* + 1+t () =0 (tel). (293)

Das bedeutet p(7,2) = 473z und q(7, 2) = 2% + 1 + 7. Also gilt

(p(r,2)\ _ 4732
F(r,2):= <q(7, z)) = (ZQ 1) (294)
Nach Beispiel [58ist F' ein Gradientenfeld, mit Stammfunktion ¢(7, z) = 52° + (7% + 1)z
Die DGL ist also exakt und ¢ ist nach Proposition |61|ein IDB. Daher gilt fiir jede Losung
y € CY(I;R)

(L y(1)) = %y(t)?’ F(#+1)y(t) = ¢ fiir ein ¢ € R. (295)

Diese kubische Gleichung wiirden wir gerne nach y(t) auflésen, um eine Formel fiir y zu
erhalten.

. J

~

Lemma 63. CARDANO-FORMEL. Es seien a,b € R, a > 0. Dann hat die Gleichung
2% + ax + b = 0 genau eine reellwertige Losung, gegeben durch

s/ b b2 a® s/ b b2 ad
S B LAY N Y A 2
. \/2+ 4+27+\/2 T (296)

. J

' )

Beweis. Fiir beliebige u, v € R berechne zunéchst
(u+v)* = u® +v* + 3u?v + 3uv® = 3uv(u +v) + (u® +?). (297)
Setzt man nun x := u + v so gilt stets

2® — 3uvr — (u® +v*) =0 (298)
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Wir suchen nun u, v € R mit

—(ud+v%) =0

{_3““ - . (299)

Haben wir diese gefunden, so gilt nach (298)) z° + ax + b = 0 (fiir = u + v). Fiir Zahlen
u,v wie in (299) wiirde gelten

— 2?0 = (=1 = (—w)? = (2)3 S (300)
uw?+ v = —b. (301)

Beachte, dass dann fiir alle z € R gilt

3

3o a3) — 2 (43 3 3,3 _ 2 b _ a_‘ 302
(z—uw)(z—0v")=2"— (v +v°)z+uwv 7z+z o7 (302)
Somit sind «* und v? die (beiden reellen(!)) Nullstellen von 22 + bz — ﬁ, d.h.

{u?, v3}_{——+\/ V%;-i}- (303)

Ziehen der dritten Wurzel (in R) liefert

a3 a3

fu v} = \/"+\/ or \/—"v o7
3 b b2 a3 3 b b2 a3

a:—u+v—\/—5—#\/24—2—74—\/—5—\/24—2—7. (305)

—~

304)

und somit

[ Beispiel Teil 2. Gegeben ist wieder die DGL
APy(t) + () + 1+ tYy'(t) =0 (t € ). (306)
Wir wissen bereits aus Beispiel [62] (Teil 1), dass fiir jede Losung y € C1(I; R) gilt
1
gy(t)3 + (t* + 1)y(t) = ¢ fiirein c € R, (307)

d.h.
y(t)® +3(t* + Dy(t) — 3¢ = 0. (308)
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Mit der Cardiani-Formel (Lemma (mit @ = 3(t* +1) > 0,b = —3¢) gilt

3 9¢? 3 9¢?
y(t):§/§+ %+(t4+1)+§/§— %+(t4+1)3 fir ein c€ R.  (309)

Das Auflésen war langlich. Lohnt sich der Aufwand? Nicht immer, denn aus dem IDB
lassen sich schon sehr viele Eigenschaften von Lésungen rauslesen. Ein Beispiel:
Frage. Ist fiir I = R jede Losung y € C'(R;R) beschriinkt? Mit der expliziten Formel
(309) wire die Beantwortung dieser Frage nicht leicht! Mit dem IDB sieht man es
sofort: Es gilt fiir ein c € R

y(t) <éy(t)2 +1+ t4) =c VteR (310)

und somit gilt fiir alle £ € R

e = o) (e + 1 01)| = WO (G2 + 1+ ) = o] 1. = lyto)] <1l

Methode 64. Gegeben ist fiir p,q € C'(I x R;R) eine DGL der Form

p(t,y(0) +q(t,y()y' (1) =0 (t 1) (312)

Ist F = (p,q)" kein Gradientenfeld, so ist die DGL nicht exakt. Was kénnen wir in einem
solchen Fall tun?

Versuch. Finde m € C'(I;R) so, dass m(t)p(t, y(t)) + m(t)q(t, y(t))y'(t) = 0 exakt ist.

(313)
Jede Losung von 312 1st auch eine Losung von - denn es wurde ja nur mit m(t)
multipliziert. Damit ( exakt ist muss F(7, z) = (m(7)p(7, 2),m(1)q(7, 2))" ein Gra-
dientenfeld sein. Nach Satz ist dies dquivalent zu 0,F; = 0, F3, d.h.

d-(m(7)p(T, z)) =0-(m(7)q(7, 2)). (314)
& m(7)0.p(T, z) =m(1)q(T, 2) +m(7)0-q(T, 2). (315)
& m/(7)q(t, z) =m(7)(9.p(1, 2) — B,q(7, 2)). (316)

Ist nun ¢(7, z) # 0 so kann man durch ¢ teilen. Ist ferner 7, z) nur von 7 und nicht

9:p—0-q
z . (

0:p—0-q
q (

von z abhéngig, etwa r(1) := T, z), so erhalten wir

m/ (1) = r(7)m(7). (317)
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Mit Satz [§] folgt, dass fiir alle ¢ € R

m(7) := cexp </ r(s) ds) die DGL in (313)) exakt macht. (318)

8zp(7—7z)_aTQ(Tvz)

a2) nicht von z abhéngt. Man

Aber eben nur unter der Bedingung, dass r(7) :=
nennt m einen integrierenden Faktor.

1.3.2 Gleichungen mit Energieerhaltung

DGL-Typ 65. Ein autonomes newton’sches System mit ortsabhingiger Kraft ist eine
DGL von der Form

y'(t) = F(y(t) (tel) (319)
fiir ein F' € C°(G;R"), genannt Kraftfeld. Gesucht wird eine Losung y € C%(I; R™).

Der Name der Gleichung stammt vom newton’schen Gesetz F' = ma[= my"].
Wir suchen Integrale der Bewegung. Fiir DGLs zweiter Ordnung haben diese stets die Form

g(t,y(t),y'(t)) = const (tel) (320)

~

Proposition 66. Es sei die DGL y"(t) = F(y(t)), (t € I) fiir ein F' € C°(G;R™) gegeben.
Es sei zusétzlich F' ein Gradientenfeld mit Stammfunktion —U, d.h. F' = —VU. Dann ist
fiir jede Losung y € C%(I;R™)

E(y(t),y (1)) = %W(lﬁ)l2 +U(y(t)) = const. (321)

Das IDB & heifit Gesamtenergie. Der erste Summand heifit kinetische Energie und der
zweite heifit potentielle Energie.

(. J

[ Beweis. Die DGL besagt
y'(t) = F(y(t)) = =VU(y(t)). (322)

Wir nehmen das Skalarprodukt mit 4/(¢) und erhalten

W0, 0) = ~(VU0).v0) (323)
(L) (RS)
Nun beachte 4 /1 .
% (Gwor) =3 2000w - 1s) (321)
~Lu) = ~DUB) v (0 = CYUL).Y0) = (RS, (325)
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Damit

4 (Gwor) =—queo. = L (Gwortvem) -0 eo

Methode 67. Wir betrachten hier die DGL y"(t) = F(y(t)), (t € I) im Spezialfall n =
1. Dann hat also jedes F' € C°(J;R) eine Stammfunktion —U und es gilt —U(z) =
[ F(s) ds. Gleichung (321]) wird dann (fiir festes ¢ € R) zu

WP UGO) = =y () =2 — (1), (327)
Umgestellt bedeutet dies
(1) = £1/2c —20(y(0)) (t € I). (328)

Falls & = +, so kénnen wir diese Gleichung als DGL mit getrennten Verénderlichen 16sen.
Genauso falls £ = —. Es konnte aber passieren, dass sich das Vorzeichen auf I mehrmals
wechselt. Dann kann man nur abschnittsweise 16sen. Leider weifl man aber a priori nicht
wie viele Vorzeichenwechsel stattfinden.

Etwas einfacher ist es wenn F' > 0: Dann ist y” > 0 und somit ¢/ streng monoton. Das
bedeutet: ¢y kann maximal einmal das Vorzeichen wechseln.

~

Beispiel 68. Ein Teufel hilt den Mond an und bringt ihn damit aus seiner Umlaufbahn.
Danach lésst er ihn einfach los und verschwindet. Sei z(¢) der Abstand von Mond und
Erde. Auf den Mond wirkt dann nur noch die Erdanziehungskraft

mM
z2(t)?

Der Mond fliegt radial auf die Erde zu. Nach dem Newton’schen Gesetz erfiillt der Mond
die Bewegungsgleichung F' = ma = mz"(t), d.h.

F(z(t) = -G G Graviatationskonstante, m Mondmasse, M Erdmasse. (329)

mM N ”(t) L GM
S z =

mz"(t) = F(z(t)) = -G (330)
Wir haben auch noch Anfangsbedingungen, namlich z(0) = R > 0 (die Anfangshéhe) und
2'(0) = 0 (weil der Mond nach dem Eingriff des Teufels keine Geschwindigkeit hat). Also
gilt

S(t) =~ te(0.t,)

20)=R . (331)

2(0)=0
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Hierbei ist t, > 0 die Zeit, bei der der Mond auf die Erde kracht. Wir berechnen zunéchst

i *GM 1 1
_U@)= | F S oM (-- =), 2
U(2) /R (s) ds /R as=a (Z R) (332)
Daher gilt fiir ein ¢ € R nach Proposition
=&(2(1),7(t)) = 1\ 'O +U((t) = ! '(t)? - GM _— (333)
c=E(z(t),z =3lz (1) = 52 0 R)

Setzen wir nun ¢t = 0 ein, so erhalten wir

1, 11 11
— SO —GM [ — ) =0-—aM(=—-2) =0 4
c 22(0) G (Z(O) R) 0-G (R R) 0 (334)
Dadurch erhalten wir mit (333))
1, 11 o 11
S =GM [ — ——). —2GM | — — = ).
5% =G (z(t) R) = 2'(t) G (z(t) R) (335)

Jetzt miissen wir Wurzelziehen. Welches Vorzeichen entsteht dabei? Laut der DGL (331])
ist 2”(t) < 0 fiir alle t. Somit ist 2’ monoton fallend. Da 2/(0) = 0 gilt 2/(¢) < 0 fiir alle
t € (0,t,). Damit haben wir das Vorzeichen:

() = —\/ 2GM (% - }%) Wt € (0,1,). (336)

Wir 16sen durch Separation.
/t Z,(S)

[ 1 1

Y ol

Substuiert man v = % so erhalt man

2(0)
ds = —V2GMt. = / 1 qu= VoG (337)

2(1) ()

Ri/R ' = oo - Ri/R
1

1 1_9
v
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Wir formen um und verwenden eine weitere Substitution:

g

=2R

M\OJ

(t) z(t
——— dv =2R> = 2R? dw (339
‘/ 1—wv / 2\/_\/1—1) w= f / \/1—w2 ( )
Fwl il e /zg\/l—2d /52) L4
———— dw = 2R2% | — — w* dw + —F— dw
1 V91— w? 1 1 Vv1—w?

(NI

(340)

Beachte nun, dass [ \/7 dw = arcsin(w) + C' und

/ \/ 1 — sin?(¢p) cos(¢p / cos®p dp  (341)
w=sin ¢

arcsin w 1
= / 5(1 + cos(2¢)) dp. = 5 arcsin w + 1 5111(2 arcsinw) + C. (342)

/mdw

Nun liefert (340 und die vorigen Nebenrechnungen

z(t)
R

N

1 1 VR
R Vo dv = 2R? {—5 arcsinw — 1 sin(2 arcsin w) + arcsin w] (343)

1 \/1—1)

_ [z
W=V "R

1 1
= 2R> {5 arcsin w — 1 sin(2 arcsin w)} (344)

w=1

1
2R2 < arcsm Z(t < arcsin 4/ = )) — Z) . (345)
arcsin(1)=75 2 4

Mit (338) sehen wir
1 1
2R3 <§ arcsin /28 — 1 sin <2 arcsin &> - %) = —V2GMt. (346)

R R

Dies ist schwer nach z(t) aufzulsen, daher lassen wir es an der Stelle. Man kann aber
einiges schon an (346 ablesen. Zum Beispiel den Zeitpunkt ¢, an dem Mond und Erde
zusammenkrachen. Dieser erfiillt z(¢,) = 0. Eingesetzt in (346]):

1 1
2R% (5 arcsin 0 — 1 sin arcsin 0 — Z) —V2GMt,. =

Also gilt
TR3
2v/2VGM’

t, =
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1.3.3 Das Fadenpendel

Wir kommen nun zu einer speziellen Anwendung, namlich der Beschreibung des Fadenpen-
dels.

Herleitung 69. An einem pendelden Stab der Linge [ > 0 hingt ein Massepunkt der
Masse m > 0, sieche Abbildung [2. Die zeitliche Bewegung des Pendels wird durch den

Ortsvektor no(t)
i sin
Z(t) =1 <_ cosgp(t)) (349)

beschrieben. Hierbei ist der Ursprung (0,0)7 am Aufhéingepunkt des Pendels, d.h. ¢(¢) = 0
wiirde heifilen, dass das Pendel in der Ruhelage (0, —I)T ist. Die Kraft, die die Pendelbe-
wegung verursacht ist die Gewichtskraft

F =mg (_01) . (350)

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen lesen sich dann F = mad = mz" (). Wir berech-
nen nun 7"

Z(t) = 19/ (t) (COW(”), #'(t) = 1" (1) (CF’W(”)H@’@)? (_Siw(”). (351)

sin p(t) sin p(t) cos ()

Schreiben wir also mzZ” = F' aus, so ergibt sich

il (1) <COS w(t)) Tl (1)? (— sin cp(t)) ~mg (_01) . (352)

sin p(t) cos p(t)

Wir vereinfachen: Nimm beide Seiten im Skalarprodukt mit v(t) := (Z?ﬁ zég ) Mit

(0 sy =1 (200 gy =0 (%) )= smte
ergibt sich eine DGL: (353)

mly” (t) = —mgsin ¢(t). (354)

Teilen wir durch ml und definieren wir w := \/? > () so erhalten wir

@' (t) = —w?sin p(t). (355)

Fiir kleine Auslenkungswinkel () kann man “sin ¢(t) ~ ¢(t)” anndhern. Dann wird (355))
zu der aus Anwendung [40| bekannten Gleichung ¢” (t) + w?¢(t) = 0. Wir wollen diese Klein-
winkelndherung aber im Folgenden nicht verwenden.
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3 mg
mg sing

Abbildung 2: Das Fadenpendel

4 N\

Lemma 70. Betrachte fiir w, oy > 0 das Anfangswertproblem

O"'(t) = —w?sinp(t) (t €R)

0(0) =0 . (356)
¢'(0) = oo
Dann gilt
¢ (t)? = 2w’ cos(p(t)) + af — 2w® VteR. (357)
Beweis. Wir verwenden Proposition mit F(z) = —w?sin(z). Wir berechnen eine
Stammfunktion

~U(z) = / ) F(s) ds = —w? / ) sin(s) ds = w? cos(s). (358)

Proposition [66] besagt dann

1 1
égo'(t)2 —w?cosp(t) = const. = 5@'(0)

1
2 —wcosp(0) = §a3 — W (359)

Multiplizieren mit 2 und Umstellen liefert die Behauptung.

| J

Anhand von ([357) wollen wir verstehen, ob das Pendel nur schwingt, oder ob es einen
Uberschlag macht. Wir benotigen als Vorbereitung dafiir ein Hilfsresultat iiber konvexe Funk-
tionen.

Proposition 71. Es sei f € C'((a,b); R) konvex (bzw. konkav).

1. Dann gilt fiir alle z,zo € (a,b), dass f(z) > f(xo) + f'(x0)(z — o).
(bzw. <)
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2. Gilt fur ein xq € (a,b), dass f'(zo) = 0, so ist xy eine globale Minimumsstelle (bzw.
Maximumsstelle) von f auf (a,b).

.

[ Beweis. Blatt 5 Aufgabe 3.

|

Satz 72. Es seien w, ag > 0 und ¢ € C%(R;R) Lésung von

"(t) = —w?sinp(t) (t € R)
0(0) =0 . (360)
©'(0) = ao

Dann tritt genau einer der folgenden drei Féalle auf

1. (Uberschlag) o2 > 4w?. Dann ist o unbeschrénkt, genauer o(t) > ty/a2 — 4w? fiir
alle ¢ € [0, 00).

2. (Schwingung) o} < 4w?. Dann gibt es Ymee € (0,7) mit ©(t) € [—Pmaz, Pmaz) fir

alle t € [0, 00). Genauer gilt ¢4, = arccos(1 — %)

3. (Aufstellen) a3 = 4w?. Dann ist ¢ monoton wachsend, beschrinkt und lim; ., ¢(t) =
7. Genauer ¢(t) = 2arctan(sinh(%2¢)) fiir alle ¢ € [0, 00).

.

Beweis. FALL 1. o} > 4w? Mit Lemma [70] gilt
¢ (1) = 2w?cos p(t) + af — 2w* > 2w (—1) + af — 2w* = af — 4w?. (361)

Wir erhalten |¢/(t)| > /a2 — 4w? > 0. Somit kann ¢'(¢) niemals Null werden. Also kann
¢" auch nicht das Vorzeichen wechseln (nach dem Zwischenwertsatz). Mit ¢'(0) = ap > 0
folgt ' (¢) > 0 fiir alle ¢ € R und damit

P(t) = ' (D)] = /g — 4. (362)

Integrieren liefert

o(t) = (t) — p(0) = /Ot ¢'(s) ds > /Ot \ad —4dw? ds = ty/ad — 4w?. (363)

22) € (0,7) und sei

FALL 2. of < 4w?. Sei wie in der Aussage @pa, = arccos(l — o

e € (0,7 — @maz) beliebig vorgegeben. Setze
t. :=sup{t € [0,00) : |¢o(8)| < Pmaz +€ Vs € [0,1]}. (364)

Wir zeigen t. = co. Angenommen t. < oo, dann wiire (aus Stetigkeitsgriinden) |p(t.)| =
(Pmaxt€), d.h. o(t.) = £(Pmax+e€). Im Fall ‘+ = +’ gibt es (wieder aus Stetigkeitsgriinden)
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Se,t. € Rmit 0 < s. <t <. so, dass p(t.) = Pmaz und @
[70] und der Definition von ¢

(se,ie) > 0. Nun gilt mit Lemma

¢ (t.)? = 2w cos p(t.) + ap — 2w? = 2w? cos(Pmaz) + @ — 2w? (365)
—22(1— 2+ a2 — 22 =0. =¢(t)=0. (366)

Auflerdem gilt fiir ¢ € (s, t.)
¢'(t) = —w?sing(t) <0, da 0<@t) < Pmae +€<fiirallete (s,t.). (367)

Deshalb ist ¢ konkav auf (s.,t.) und laut gilt ¢'(t.) = 0. Nach Proposition [71] ist
dann ¢, eine globale Maximumsstelle von ¢ auf (s.,t.), d.h. ¢(t) < @(t.) = @mae fir alle
t € (se,t.). Ldsst man nun ¢ 1 ¢, streben so erhélt man den Widerspruch ¢4 +& < ©maa-
Den Fall ‘+ = —’ behandelt man analog. Man schliefit also . = oo und daher (nach
Definition von )

()] < Pmaz +€ Yt € (0,00). (368)

Lésst man € gegen null gehen so folgert man |p(t)| < @mna for t € (0, 00).
FALL 3. o = 4w?. Mit Lemma (70| folgt wieder

¢’ (t)? = 2w? cos p(t) + af — 2w* = 2w? cos p(t) + 2w* = 2w?(1 + cos p(t)). (369)

Beachte nun

1+ cos z = (cos® £ + sin® £) + (cos® £ —sin® £) = 2 cos” 2. (370)
Daher gilt mit (369)
t t
¢ (t)? = 4w? cos® # = a2 cos® % (371)
Definiere
M :=sup{m € [0,00) : ¢'(t) > 0,¢(t) < 7 Vt € [0,m]}. (372)

Beachte, dass M > 0 da ¢(0) =0 < 7 und ¢'(0) = ap > 0. Fiir alle ¢t € [0, M] kénnen wir
in (371) Wurzelzichen (mit Vorzeichen ‘+’). Daher gilt fiir ¢ € (0, M)

t 1
©'(t) = g cos 90; ) = , (373)

1 4 tan? €8
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wobei wir fiir alle z € [0, §) cos(z) = 7 2 = \/1+t1a = umgeformt haben. Man hat
cos? z+sin® z n

¢'(t)1/ 1 + tan? = oy, (374)

= / ¢'(s)1/1 + tan? ds = wyt, (375)
0

= / \/ 1+ tan? —du-aot vVt € (0, M). (376)
0

Nun berechnen wir

1
z Z 1+tan? ¥ 211 4 tan? ¥
/1/1+tan22du:/ T s du:2/ wdu (377)
2 /1 + tan? 1 + tan? ¥

v=tan % tan 5 1 z
:2 2 dv = 2Arsinh (tan —) +C. (378
4o 1 (1+tan2 %) / V1402 2 ( )

Man erhalt mit (376))

t
2Arsinh (tan %) =aot Vte (0,M). (379)
Umgeformt ergibt sich
©(t) = 2arctan (sinh %Ot) Vit € (0, M). (380)

Noch 7Z7: M = oo. Nehmen wir nun an M < oo. Dann gilt nach (372)) entweder o(M) = =
oder ¢'(M) = 0. Im ersten Fall hat man dann mit (380))

t
T =p(M)= m\l},fnggp(t) = tTJ\I/[i,tHiM2 arctan (sinh 0470) = 2arctan (sinh c

OM) . (381)

Da arctan(w) < 7 fiir alle w € R, also auch 2 arctan(w) < 7 fiir alle w € R ergibt sich ein
Widerspruch. Im zweiten Fall (d.h. falls ¢/(M) = 0) hédtte man auch mit (380)

d apt
_ / _ . / _ .
0=¢(M)= tT]\141,tHiM ¢'(t) = tT]\l/[HtriM pn 2 arctan (smh 5 ) (382)
. 1 OZ() Oé()t 1 Oé()M
— - h— = h .
tTJ\141t2M21 — aot 1 cos 5 o T sl % coS 5 >0 (383)

Ein Widerspruch. Es folgt M = oo und dann impliziert (380 die Behauptung.

|
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2 Existenz, Eindeutigkeit, Globalitidt und Wohlgestellt-
heit

Sei in diesem Kapitel wieder stets I C R offenes Intervall und G C R™ ein Gebiet. Im
Folgenden untersuchen wir fiir f € C°(I x G;R"), to € I und yo € G Anfangswertprobleme

der Form
{y'@) = f(t.y(t)) (tel) (384)
y(to) = vo

Wir nennen nach wie vor eine Funktion y € C''(I; @), die beide Eigenschaften in (384]) erfiillt
eine Ldosung von ([384)).

2.1 Existenz und Eindeutigkeit
2.1.1 Thematischer Uberblick

In dieser Sektion geben wir zunichst einen Uberblick iiber die Resultate die wir beweisen
wollen. Die Beweise folgen dann im Laufe der Sektion.

N\

Fragestellungen 73. Gegeben sei fiir f € C°(I x G;R"), to € I und yo € G das
Anfangswertproblem

y(to) = yo
1. Existiert stets eine Losung y € CH([; G)?
2. Falls nein: Gibt es ein (groBtmogliches) Teilintervall I C I,t, € I so, dass
y(to) = Yo

eine Losung besitzt?

3. Falls ja: Sind Losungen eindeutig?

" J

Zu Frage 1. Im Allgemeinen ist die Antwort ‘nein’: In Beispiel [5| haben wir gezeigt, dass

y(t)=yt)* (teR)
{y 0 =1 (387)

keine Losung besitzt. Unter manchen Bedingungen an f existiert jedoch schon eine Losung
auf ganz I:

{Deﬁnition 74. GLOBALE LIPSCHITZ-BEDINGUNG. Eine Funktion f € C°(I x G; R”)}
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erfiillt eine globale Lipschitzbedingung auf I, falls es ein L > 0 gibt mit
|f(T,20) — f(7,21)] < Llzg — 21| V7 €1V21,20 €G. (388)

In diesem Fall heifit L eine Lipschitzkonstante fiir f.

Eine solche globale Lipschitz-Bedingung ist hinreichend fiir (eindeutige) Existenz von Losungen:

4 N\

Satz 75. SATZ VON PICARD-LINDELOF I — GLOBALE VERSION. Es sei I C R ein offenes
Intervall und f € C°(I x R™;R") erfiille eine globale Lipschitzbedingung (auf G = R™
(1)). Dann hat fiir alle ¢ty € I und yy € R™ das Anfangswertproblem

"t) = f(t,y(t tel
y(to) = yo
eine eindeutige Losung y € C1(I; R").

Es geht sogar mit noch schwicheren Bedingungen an f, dazu spéter mehr im Kapitel
Zu Frage 2. Die Antwort ist ‘ja’. ‘Grofitmoglich’ ist hierbei in folgendem Sinne zu verste-
hen.

4 )

Definition 76. NICHTFORTSETZBARE LOSUNG. Es seien f € C°(I x G;R"), to € I und

yo € G. Fiir ein offenes Teilintervall I C I,t, € I heift eine Losung y € C'(I; G) von

{y'u) = f(t,y(t) (tel)

y(to) = o (390)

nichtfortsetzbare Lésung, falls es keine Funktion z € C'(J;G) gibt mit J 2 I offenes
Intervall, z|; = y und

) = f(t, 2(t)) (teJ
z(to) = Yo
Wie bereits angekiindigt, finden wir immer nichtfortsetzbare Losungen.

Yo € G. Dann existiert IcI
() des Anfangswertproblems

Satz 77. SATZ VON PEANO. Essei f € CO(IxG;R™), ty €
mit to € I und mit einer nichtfortsetzbaren Losung y € C'(

{y'u) = f(t,y(t) (tel)

y(to) = Yo

. J

I,
I

(392)

Dies werden wir nicht komplett beweisen. Liickenlos werden wir aber eine leicht schwéchere
Existenzaussage zeigen. Hierzu miissen wir die lokale Lipschitzbedingung einfithren.
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Definition 77. LOKALE LIPSCHITZBEDINGUNG. Eine Funktion f € C°(I x G;R") erfiillt
eine lokale Lipschitzbedingung auf I falls es zu jedem (79,20) € I x G ein e > 0,7 > 0
und L > 0 gibt mit (10 —,79 +¢) C I, B.(2) C G und

|f(1,21) = f(1,20)| < L|z1 — 22| VYt € (10 —¢,70+€), 21,22 € Br(20). (393)

. J

Damit kénnen das Existenzresultat formulieren, welches fiir diese Vorlesung ausreichen wird.

4 N\

Satz 78. ABGESCHWACHTER SATZ VON PEANO. Es erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale
Lipschitzbedingung. Sei dazu ¢y € I und yo € G. Dann existiert ein Teilintervall I C I mit
to € I und mit einer nichtfortsetzbaren Losung y € C*(I; G) des Anfangswertproblems

{y’(t) = f(t.y(t) (tel) (394)

y(to) = o

(. J

Wir werden spéter sehen, dass diese nichtfortsetzbare Losung sogar eindeutig ist.
Zu Frage 3. Im Allgemeinen ist die Antwort wieder ‘nein’: In Beispiel 4] haben wir gezeigt,
dass das Anfangswertproblem

2
y(0) =0

{y'<t> =2/ly@)] (teR) (395)

sogar unendlich viele Losungen besitzt. Losungen sind also nicht eindeutig. Wie wir aber in
Satz [75| schon gesehen haben, konnen wir unter einer globalen Lipschitzbedingung Eindeu-
tigkeit erreichen. Es geht sogar noch besser:

e N

Satz 79. EINDEUTIGKEITSSATZ. Es erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitzbe-
dingung, sei typ € I und yg € G. Seien I,I, C [ Teilintervalle mit ¢, € I; N I, und
y; € C(I;;G) (j = 1,2) Losungen von

() = f(t,y:(t tel;
y; () = f(t,y;() (€ (j=1,2). (396)
y;i(to) = vo

Dann gilt y1|1,nn = v2lnnn-

Ein Supersatz zu Frage 2 und 3. Die lokale Lipschitzbedingung ist relevant sowohl
bei unserem Existenzsatz als auch bei unserem Eindeutigkeitssatz. Wir konnen beide Sétze
kombinieren und erhalten mit etwas Arbeit die Existenz einer eindeutigen sogenannten ma-
ximalen Ldsung.

{Deﬁnition 80. MAXIMALE LOSUNG. Es seien f € C%(I x G;R"), tp € I und y, € G.}
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Eine Funktion y € C*(I;G) (I C Ity € I) heift mazimale Lisung von

"(t) = f(t,y(t
y(to) = Yo
falls y auf I eine Losung ist und fiir alle weiteren Losungen z € C1(J; G) von
"(t) = f(t, z(¢ tedJ
z(to) = Yo

gilt, dass J C I und yly = z.

J

In Worten: Falls eine maximale Losung existiert, so ist jede weitere Losung eine Einschréankung
der maximalen Losung.
Mit diesem Konzept formulieren wir nun den wohl zentralsten Satz der Vorlesung.

4 N\

Satz 81. SATZ VON PICARD-LINDELOF II - LOKALE VERSION. Es erfiille f € C°(I x
G; R™) eine lokale Lipschitzbedingung, sei to € / und yo € G. Dann gibt es eine eindeutige
maximale Losung y € C'(I; G), (I C Ity € I) von

{y'<t> = f(t,y(t))
y(to) = Yo

(. J

(399)

In Abschnitt soll es darum gehen, zu verstehen, wie grof§ diese maximale Losung sein
muss, d.h. was bei einem Randpunkt von I schiefgehen muss, damit die Losung aufhort zu
existieren.

2.1.2 Lipschitz-Bedingungen

Der folgende Abschnitt soll die oben aufgetauchten Lipschitz-Bedingungen ein wenig plasti-
scher machen.

Funktion Lok. Lip-bed.? | Glob. Lip-bed.? | Beschrinkt?
[ RXR =R, f(r,2) = 2* v X X
f:Rx(0,00) >R, f(r,2) =sin’ v X v
fRxR =R, f(r,2)=2/|7] X X X
fiRx (1,00) = R, f(7,2) = 2/]2] v v X

Tabelle 1: Eine Zusammenfassung von Ubungsaufgabe 2 Blatt 6.

Zur lokalen Lipschitzbedingung. Zuerst zeigen wir ein Kriterium, mit dem sich die lokale
Lipschitzbedingung iiberpriifen ldsst.
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4 N\

Proposition 82. Es sei f € C°(I x G;R") so, dass fiir alle 7 € I die Abbildung ™ : G —
R™, f7)(2) := f(7,2) differenzierbar ist. Ferner sei die Abbildung (7, z) — D,f"(2)[=
D, f(r, z)] stetig auf I x G. Dann erfiillt f eine lokale Lipschitzbedingung auf I.

' )

Beweis. Sei (79,20) € I x G. Wéhle € > 0, r > 0 mit [rg —e,70 + ] C [ und B,(2) C G
(solche 7, ¢ existieren wegen der Offenheit von I und G). Da [T —¢, 7 +¢] X B,(2) kompakt
ist und fiir alle 4, j € {1,...,n} die Abbildung (7, z) + |0., fi(, 2)| stetig ist, gilt nach dem
Satz von Weierstrafl

L := max max 0., fi(T, 2)| < oo0. (400)

4,j=1,...,n (1,2)€[T0—¢,m0+¢€] X Br(20)

Nun sei 7 € [0 —€, 7o+ €] und 21, 29 € B,(2¢) fix. Definiere fiir i € {1,...,n} die Hilfsfunk-
tion h; : [0, 1] = R™, h;(A\) := fi(7, 21 + M(22 — 21)). Nun gilt

|fi(T, 22) = fi(7, 21)| = |ha(1) = hi(0)] =

/0 RO d)\‘ (401)

1
_ / d;‘i[fi(ﬂ 24+ Mz — 21)] d/\‘ (402)
0
1
— /0 D.fi(r. 21+ Mz — 1)) - (22 — 21) d)\‘ (403)
1
< / D2 fi(7 21+ Az — 21)) - (20 — 20)| dA (404)
A-Ungl. Jo
1
< |szz(7-7 z1 + )\(ZQ - 21>)| |ZQ - 21| dA. (405)

Cauchy—_S chwarz J(

Beachte nun, dass z1, 22 € B,(29) impliziert, dass fiir alle A € [0,1] gilt 27 + A(z2 — 21) =
Azo 4+ (1 = N)z1 € B,(20). Wir folgern fur alle A € [0, 1]

n

D fi(m 2+ Mz = 20)) = (| D10, filr 21+ Az — 20))P < | D L2 = L/n. (406)
j=1

=1

Mit (405)) gilt

|fi(T,22) = fi(T, 21)| < /0 L/nlz — 21| AN = Ly/n|zs — (407)
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und somit

1f(7.22) = f(T,21)| = Z | fi(T,22) = fi(T, 21)|? < ZP”\ZQ -zl = ni\@ — 21l

i=1

(408)

Die Behauptung folgt mit L := nL.

J

Wir zeigen nun, dass die lokale Lipschitzbedingung nicht nur eine Lipschitzabschétzung auf
kleinen Béllen, sondern auch auf beliebigen Kompakta liefert.

~

Proposition 83. Es erfiille f € C°(I x G;R™) eine lokale Lipschitzbedingung. Es sei nun
A C I kompakt und K C G kompakt. Dann gibt es L* > 0 (abhéngig von A und K) mit

|f(T,20) — f(T,21)] S L¥|za — 21| VT € A, V21,2 € K. (409)

. J

'd )

Bewels Seien A und K wie in der Aussage. Angenommen es %1bt kein L* > 0 fiir welches
erfiillt ist. Dann gibt es zu jedem k € N ein 7% € A zlk ,z2 € K so, dass

£ 8, 29 = £ @, 2] > k|0 - 2. (410)

Daraus folgt fiir alle k € N

k k 1 k k 1 k k
A e e ) R G i I (T R O IR VG O N CEEY

A-Ungl.

Beachte, dass (wegen der Kompaktheit von Ax K) gilt, dass M := max(;.ycaxx | f(7,2)| <
oo (Satz von Weierstra$l). Man folgert

2M
k
289 — 2] <

— VkeN. (412)
411)) k

Wegen der Kompaktheit von K hat (zg Neew nun eine konvergente Teilfolge (z (k))keN.

(Beachte insbesondere [, — oo fiir & — o0). Sei etwa zy € K der Grenzwert dieser
Teilfolge. Beachte

2M S
|Z§l — 2 | < |Z(lk) (lk)| + |Z§lk) _ ZO| < =4 |Z§lk) _ ZO| ki> 0+0=0. (413)
b =

Somit gilt auch zél’“)

— zp. Nun konvergiert wegen der Kompaktheit von A auch eine
Teilfolge von (7(*))ien, etwa konvergiere (7U*)),cy gegen ein 7o € A. Nun gilt (9, 29) €

A x K C I x G und daher gibt es ¢ > 0 und » > 0 und L > 0 so, dass

‘f(T, 22) — f(’i', Zl)‘ < L’ZQ — Zl| V7 € (’7’0 —&,7T0 —|—€), 21,22 € BT(ZO). (414)
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Wegen den oben genannten Konvergenzen gibt es ein ky € N so, dass

|T(Zk) — 10| < &, |zlzk) — 2| <1, |Z§l~k) — 2ol <1 Vk > k. (415)
Daher gilt fiir k > ko, dass 70 € (rg — &, 70 + ©), z§ ’“), ) e B, (20). Somit impliziert
@1a)
]
F(r®), ) — fr®), )] < L) — 0], (416)

Damit und mit (410)) folgern wir
ol — 2] < (@ 20y — p(r®) ) < LW — 2] vkeN.  (417)
Subtrahieren wir die rechte Seite von der linken Seite erhalten wir
(To — D)2 — 2| <0 Wk e N, (418)

Dies gilt nur wenn lNk — L <0d.h. l~k < L fiir alle £ € N. Da aber l~k, eine Teilfolge ist muss
[x, — oo gelten. Ein Widerspruch.

.

J

Zur globalen Lipschitzbedingung. Wir haben die globale Lipschitzbedingung in Defini-
tion [74] fiir Funktionen f € C°(I x G;R™), definiert auf einem beliebigen Gebiet G C R"
betrachtet. Fiir den Satz von Picard-Lindelsf musste aber f € C°(I x R";R"), d.h. G = R"

gelten. Spannenderweise kann man G' = R"™ immer durch Wahl einer Fortsetzung erreichen,

(jedenfalls wenn G beschrénkt ist).

Satz 84. SATZ VON KIRSZBRAUN-VALENTINE. Es sei G C R" offen und beschrankt sowie
I C R offen. Es sei m € Nund f € C°(I x G;R™) erfiille

|f(7—7 ZQ) - f<7-7 Z1)| < L|22 - Zl| VT € Ia V217Z2 cG. (419)
Dann gibt es F' € C°(I x R";R™) mit F|;x¢ = f und

|F(1,20) — F(1,21)| < vV/mL|2g — 21| V7 €I, V21,20 € R". (420)

.

~

J

(

Beweis. Wir zeigen nur den Fall m = 1. Der Fall m > 1 ist eine Folgerung und Gegenstand
von Ubung 3 auf Blatt 7. Es sei f € C°(I x G;R!) wie in der Aussage. Fiir (1,2) € I x R”
setze

F(r,2):= J)Ielg {f(r,w) + Llw — 2|} (421)

Wir zeigen, dass F' eine Funktion in C°(I x R™;R) definiert, die das Gewiinschte leistet.
Schritt 1. F ist reellwertig, d.h. das Infimum in (421)) ist nie —oo. Dies werden Sie in
Ubung 3 auf Blatt 7 zeigen.

Schritt 2. F|;xg = f. Sei etwa (1,2) € [ x G. 77, : F(7,2) = f(7,2). Nun gilt zunéchst

F(r,2) = igg{f(T,w) + Llw — z|} 7§ Gf(T, 2)+ L|z — z| = f(7,2). (422)
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Fiir die umgekehrte Ungleichung rechnen fiir ein beliebiges w € G

f(r,w)+ Llw —z| = f(r,w) — f(7,2) + Llw — z| + f(T, 2) (423)
> —|f(r,w) = f(r,2)[ + Llw — z[ + f(7, 2) (424)
> —Llw—z|+ Llw—z| + f(r,2) = f(T, 2). (425)

(1580)

Nehmen wir nun in dieser Ungleichung das Infimum iiber alle w € G so folgt
F(r,z) = inf {f(r,w) + Ljw — 2[} = f(7,2). (426)

Zusammen mit (422 folgt die Behauptung.
Schritt 3. Wir zeigen die Lipschitzabschétzung (581) (im Spezialfall m = 1). Seien
21,22 € R™ und sei € > 0 beliebig vorgegeben. Nun gibt es ein w. € G mit

ft,we) + Ljwe — 25| < ing{f(T, w)+ Llw —z|} +e = F(t, z2) + . (427)
we
Damit gilt

F(r,21) — F(1,29) < F(7,21) — (f(1,w:) + Llw. — 23]) + ¢ (428)

ﬁ
1
=)

< [f(T, wa) + L|wa - ZlH - f(tvwa) - Llwa - 22| +e€ (429)

ﬁ
[N
=

= (Llw. — 21| — Llwe — 22|) + & < L(Jwe — 21| — |we — 22]) + ¢ (430)
= L(|lwe — 20+ 20 — 21| — Jwe — 22|) + € (431)
< L(|lwe — 20| + |22 — 21| — |we — 22|) + € = L|zp — 21| + &.

A—TUngl.
(432)

Léasst man auf der linken und rechten Seite ¢ — 0+ gehen, so folgt

F(7,21) — F(7,20) < L|zg — z1]. (433)
Vertauscht man die Rollen von 21, 25 so zeigt man analog

F(7,29) — F(7,21) < L|zo — z1] (434)
und folgert dann zusammen mit

|F(7,22) — F(7,21)| < L|zg — 2z1]. (435)

Schritt 4. Wir zeigen F € CY(I x R™;R). Schritt 4a. Wir zeigen zuerst Stetigkeit nur
in der ersten Variablen. Sei dazu (7;);eny C I eine Folge mit 7; — 7 und sei z € R™ fix.
Fiir fest vorgegebenes € > 0 gibt es (nach (421))) ein w € G mit

f(r,w) + Llw — z| < F(r,2) +e. (436)
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Dann gilt

F(1;,2) — F(1,2) < F(1;,2) — (f(r,w) + Ljw —z|) + ¢ (437)
[f(1j,w) + Llw — z|] = (f(T,w) + Ljw — z|]) + € (438)
= f(rj,w) — f(T,w) +e. (439)

Aus der Stetigkeit von f folgt f(7;, w) = f(7,w) mit j — co. Daher

limsup(F(7;,2) — F(1,2)) <e. = limsup(F(r,2) — F(r,2)) <0. (440)

j—00 e—=0+ j—00

Wir zeigen nun auch lim Supj—mo(F (1,2)—F(7;,2)) < 0. Man kann zunéchst eine Teilfolge
(7)jen von (7;)jen wéhlen, so, dass

limsup(F(r, 2) — F(r;,2)) = lim (F(r, 2) — F(7;,2)). (441)

j—o0 J—o0
Weiéhle nun zuerst fiir festes € > 0 und fiir alle 7 € N ein w; € G mit
f(%j,wj)+L|wj—z\ SF(%j,Z)‘i‘E. (442)

Nun ist die Folge (w;)jen C G beschrankt (weil G beschrénkt ist) und daher besitzt
sie (nach Bolzano-Weierstral) eine konvergente Teilfolge. Etwa gelte w;, — wy fiir ein
wp € R™ (welches nicht zwingend in G liegen muss). Wir berechnen

F(T’ Z) - F(%jk7z) < F(Tv z) - (f(%jk’wjk) + L|wjk - z|) +e (443>
(442)
< [f(Tv wjk) + L|wjk - ZH - (f(%jlﬂwjk) + L|wjk - Zl) +e (444>
(421)

f(T7 wjk) - f(%jk’ wjk) t+e. (445>

Wiirde wj, gegen ein Element von G konvergieren, konnten wir zum Grenzwert {ibergehen
und wiaren fertig. Wie aber oben schon gesagt liegt wy nicht zwingend in G. Fixiere nun
ein [ € N beliebig und schreibe

F(T7Z)_F(%jk7z) gf(77wjk)_f(7~—jk>wjk)+€ (446)
< [f(7—7 wjk) - f(Tv wjz)] + [f(7—> wjz) - f(%jmwjz)] + [f(%jmwjz) - f(%jmwjk)] te. (447)

Wegen " gﬂt f(7_7 wjk) —f(T, wjl) < L|wjk _wjl| und f(%jk7 wjl) _f(%jlw wjk) < L|wjk -
wj,|. Wir erhalten

F(r,2) — F(7,,2) < 2L|wj, —w;,| + [f(1,w;,) — f(T., w;)] + €. (448)
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Wir lassen nun k — oo gehen. Da l € N fixiert ist gilt f(7,w;,)— f (7, wj,) = 0 fiir k — oo
(denn f ist stetig und (7j, )xen strebt als Teilfolge von (7;);en gegen 7). Wir folgern

li F — F(7; = lim (F — F(7; < 2L — W, . 44
msup(F(r,2) = F(7;,2)) = i (F(7,2) = F(3,,2)) < 2Lhwo | 2. (449)

Jetzt lassen wir | — oo gehen und schlielen (da w;, — wy)

limsup(F(7,2) — F(7j,2)) <e. = limsup(F(r,2) — F(r5,2)) <0. (450)

j—so0 e—0+ j—00

Nun haben wir

0 > limsup(F(7, z) — F(75,2)) > liminf(F (7, 2) — F(75,2)) (451)
j—ro0 J—0
> liminf —(F(7j,2) — F(7,2)) > —limsup(F(7;,2) — F(1,2)) > 0. (452)
J—0o0 j—o0

Es folgt limsup;_, (F(7,2) — F(75,2)) = liminf; , (F(7,2) — F(75,2)) = 0 und daher
gilt lim; o (F (7, 2) — F(15,2)) = 0. Somit folgt die Stetigkeit in der ersten Variablen.
Schritt 4b. Nun zur Stetigkeit in beiden Variablen. Sei ((7;, 2;))jen C I xG mit (75, z;) —
(1,2) in I x G (d.h 7; = 7, z; =& 2). Dann gilt

F(1j,2;) = F(7,2) = [F(75,25) = F(75, 2)] + [F(7;, 2) = F(7, 2)]. (453)

Wir wissen bereits nach Schritt 4a, dass F(7;,2) — F'(1,2) — 0 mit j — oco. Nach Schritt
3 gilt auch
|F(1j,25) — F(15,2)] < L|zj — 2| — 0 (j — 00). (454)

Nun gilt also

F(1j,2j) — F(1,2) = IF(Tj,Zj) — F (T, Z)]/"‘IF(TJ',Z) — F(r, z)l — 0 (j — o00). (455)

—0 —0

Dies zeigt nun auch die Stetigkeit in beiden Variablen.

- J

2.1.3 Anfangswertprobleme als Fixpunktgleichung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns damit, wie wir Anfangswertprobleme als Fixpunkt-
gleichungen auffassen kénnen. Fixpunktgleichungen haben wir schon in der Analysis mit dem
Banach’schen Fixpunktsatz studieren kénnen, den wir hier auch wiederholen werden.

Proposition 85. Es sei I C R offenes Intervall und f € C°(I x R";R") sowie ty € I und
Yo € R™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent
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(1) y € CY(I;R™) ist Losung von

{y'm = fty(t) (el (456)
y(to) = Yo
(2) y € C°(I;R™) erfiillt

y(t) =yo + /ttf(s,y(s)) ds Vtel. (457)

'a A

Beweis. Zu ‘(1) = (2)". Es sei y € C'(I;R") wie in (1). Dann gilt fiir t € T
t t
0(0) = (0) = o) +olt0) = [ 16) s atto) o [ Fsu(e) ds e 458)

Zu ‘(2) = (1)'. Es gelte (457) fiir ein y € C°(1;R™). Dann gilt

(i) =+ | " Fls,y(s)) ds = . (459)

Wir zeigen jetzt, dass y € C1(I;R"). Beachte: s — f(s,y(s)) ist stetig auf I, da f und
y stetig sind. Mit dem Hauptsatz der Differential -und Integralrechnung ist dann die
Abbildung

h:I—R" h:tH/ttf(s,y(s)) ds (460)

stetig differenzierbar auf I und ihre Ableitung ist gegeben durch b/'(t) = f(¢,y(t)), (t € I).
Nun gilt mit (457) y(t) = yo + h(t). Es folgt, dass y € C'(I;R™) und

Y6 = B(0) = f(ty(t) Vel (461)
Somit ist gezeigt, dass y € C'(I;R™) (450]) erfiillt.

'a A

Definition 86. PICARD’SCHE ITERIERTE. Es sei f € C°(I x R™;R") und ¢, € I, yo € R™.
Wir definieren fiir u € C°(I;R") die Picard’sche Iterierte T|u] € C°(I;R™) durch

(T'u))(t) == o +/t f(s,u(s))ds Vtel. (462)

Dies definiert dann eine Abbildung T : C°(I; R") — C°(I;R"™), T : u + T[u].

|\ J
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Methode 87. Es sei T': C(I;R") — C°(I; R") wie in Definition [86| Aus Proposition
folgt, dass

{y’(t) = flty®) (el Tlyl=y in CO(I;R). (463)
y(to) = o |

Wir haben also ein Anfangswertproblem auf ein Fizpunktproblem reduziert.

Wir wiederholen nun einen Satz aus der Analysis-Vorlesung, mit dem wir bereits Existenz
und sogar Eindeutigkeit von Fixpunkten gezeigt haben.

4 )

Wiederholung 88. BANACH’SCHER FIXPUNKTSATZ. Es sei (X, d) ein vollstdndiger me-
trischer Raum und 7' : X — X eine strikte Kontraktionsabbildung, d.h. 3¢ € [0,1) mit
d(Tu], Tv]) < qd(u,v) fiir alle u,v € X. Dann gibt es ein eindeutiges uy € X mit
T[UO] = Ug-

Algorithmus zum Finden des Fixpunktes. Wihle u € X beliebig und definiere fiir
alle k € N die Iteration vy := T*[u] := (T o ... o T')[u]. Dann gilt limy,_,., v, = up.
—_—

k—mal

Wir benotigen hier sogar eine leichte Verschéarfung.

4 \

Korollar 89. BANACH’SCHER FIXPUNKTSATZ — VERSCHARFUNG. Es sei (X,d) ein
vollstédndiger metrischer Raum und 7' : X — X eine Abbildung so, dass fiir ein ng €
N die Abbildung 7™ eine strikte Kontraktionsabblidung ist (d.h. 3¢ € [0,1) so, dass
d(Tm[u], T [v]) < qd(u,v) fiir alle u,v € X). Dann gibt es ein eindeutiges ug € X mit
T[Uo] = Ug-

(. J

4 \

Beweis.
Existenz eines Fixpunktes. Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz gibt es ein eindeu-
tiges @ € X mit T™[ag] = tg. Es sei uy := T[tg]. Wir zeigen u; = tg. Dazu berechnen
wir

T"uy] = T™[T[ao]] = T [t = T(T™[uo)) = Tlg] = wa (464)

Somit ist auch w; ein Fixpunkt von 7. Aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes von 70
folgt uy = 1o, d.h. T[] = to.

Eindeutigkeit des Fixpunktes. Wir haben nun bereits einen Fixpunkt @y € X. Géibe
es einen weiteren Fixpunkt ug € X von T (d.h. Tug] = ug) so wire

T [ug] = T Tug) = T™ Hug) = ... = T[] = uo. (465)

Also ist ug auch Fixpunkt von 7. Da es aber nur einen Fixpunkt von 7" geben kann,
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Lfolgt Uy = Uyg. J

Um diesen Satz anwenden zu koénnen brauchen wir vor allem einen vollstdndigen metri-
schen Raum X und eine strikte Kontraktionsabbildung darauf. Mit Methode |87]ist hier nicht
alles getan: Man wiirde vielleicht am liebsten X = C°([;R") und T': X — X wie in Defini-
ton [86{ wihlen. Dabei gébe es aber Probleme mit der Vollstandigkeit von X (bzgl. welcher
Metrik {iberhaupt?!?) und Kontraktivitat. Daher wihlen wir ein leicht anderes Setup.

~N

Definition 90. DER RauMm CP(I;R"). Es sei I C R" ein (hier ausnahmsweise nicht
zwingend offenes) Intervall. Definiere

CHI;R™) := {u € C°(I;R") : u beschrinkt auf I}. (466)
Fiir u,v € CP(I;R"™) definieren wir auch den Supremumsabstand

doo(u,v) = dD (u,v) := Stlé? lu(t) — v(t)]. (467)

|\ J

Man beachte: Da sup,.; [u(t)| < oo fiir alle u € CP(I;R") gilt dy(u,v) € R fiir alle u,v €
CP(I;R™). Insbesondere ist der Ausdruck in (467) wohldefiniert.

Anmerkung 91. Die Konvergenz in (C}(I; R"); d) beziiglich d, ist gerade die gleichmiflig
Konvergenz auf I. Dazu:

uj — u in (CP(LRY),dy)  (j — 00). (468)

& doo(uj,u) =0 (j — 00). (469)

& Ve>0 dngle) e N:  doo(uj,u) <e Vi > no(e). (470)

& Ve>0 dno(e) e N: supluj(z) —u(x)| <e Vj>nge). (471)

zel

& Ve>0 3dngle) eN:  |uj(z) —u(z)| <e Vi >ng(e) Vrel (472)

& u; — u  gleichméBig auf I (j — o0). (473)
Proposition 92. Das Paar (CP(I; R"), d.,) definiert einen vollstéindigen metrischen Raum.

~

Beweis. Schritt 1. (CP(I;R"),d.,) ist ein metrischer Raum. Symmetrie und Definitheit
tiberlasse ich Thnen. Zur Dreiecksungleichung. Seien u,v,w € CP(I;R™). Dann gilt fiir
tel

u(t) = o) = [u(t) = w(t) +wt) —v@)] < [ult) —w@®)] + |[wi)—o@)]  (474)
<supser [u(@)—w(@)|  <supgep fw(z)—v(@)|

< ilé}? lu(z) — w(z)| + leg) lw(z) —v(z)] = deo(u,w) + doo (w, v). (475)
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Nehmen wir auf der linken Seite das Supremum iiber alle ¢ € I so erhalten wir
doo (U, V) < doo (U, W) + doo(w, V). (476)

Schritt 2. Zur Vollsténdigkeit. Es sei (u;)jen C CP(I;R™) eine Cauchy-Folge beziiglich
doo. 77, Fu € CP(I;R™) : doo(uj,u) — 0. Wegen der Cauchy-Eigenschaft folgt

Ve >0 3ngle) e Nt doo(uj,um) <e Vj,m > ng(e). (477)

Sei nun = € I beliebig. Dann gilt fiir j,m € N, dass |u;(x) — um ()] < doo(uy, Up,). Mit

@77) folgt
Ve>0 dno(e) e Nt uj(z) —un(z)| <e Vj,m > ng(e). (478)

Das bedeutet, dass fiir jedes x € I die Folge (u;())jen C R eine Cauchy-Folge in (R, d).|)
ist. Da (R, d}|) vollstandig ist, existiert lim; ,. u;(x) fiir alle € I. Definiere u : I — R
durch u(z) := lim;_,o u;(z). Noch Z7: u € CP(I;R™) und dog(u;,u) — 0. Berechne nun

sup |u;(z) — u(z)| =sup lim |u;(z) — up(z)| (479)
zel el MO0 N

TV
<supge g [u; (8) —um (t)]

< sup im sup doo (6, Up,) = lim sup doo (U, Up,) = Hmsup doo(uj, Up,)-

rzel m—oo m—00 m—r00,m>j
(480)
Beachte: Wahlt man fiir € > 0 nun ng(g) wie in (477)), so folgt fiir alle j > ng(e)
sup |u;(z) —u(z)| < limsup deo(uj, um) < €. (481)

xzel m—00,m>j

Man folgert, dass u; — u gleichméflig konvergent ist fiir j — oo. Aus der Analysis 2
folgt dann v € C°(I;R"™), da gleichmiiflige Konvergenz die Stetigkeit vererbt. Zur Be-
schranktheit von u berechnen wir

suplu(@)] < U u@) — (@] fina(®)] < 15U ftngy(8)] < 00, (452)
zel A—Ungl. \:L“EI N—— tel

~~ <supyeg [Ung (1) ()]
<1,siche (@8T) tel Hno(1)

da up,y € Cp (I;R™). Wir folgern u € C}(I;R™). Nun folgt aus (481)), dass

Ve >0 dngle) e Nt doo(uj,u) =supluj(z) —u(x)| <e Vj>ng(e). (483)

xel

Mit anderen Worten du(uj, w) = 0 mit j — oo.

J

Zusammengefasst: Wir haben in ein Fixpunktproblem aufgestellt. Statt in C°(I;R")
miissen wir dieses Fixpunktproblem aber aus Vollstindigkeitsgriinden in (CP(I;R™), dw)

betrachten. Wichtig fiir den Fixpunktsatz ist, dass 7" dann noch eine Selbstabbildung ist,
d.h. CP(I;R™) nach CP(I;R") abbildet.
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Proposition 93. ZUR SELBSTABBILDUNGSEIGENSCHAFT. Es sei I C R ein offenes In-
tervall, f € C°(I x R";R") und J C [ beschriinkt so, dass J C I. Fiir v € C°(J;R")
definiere T'[u] € C°(J;R™) durch

(T'u))(t) :==yo —}—/t f(s,u(s))ds furallet e J. (484)

Ist u € CP(J;R™) so gilt auch T[u] € CP(J;R"). Insbesondere ist T' : CP(J;R™) —
CP(J;R™) eine Selbstabbildung.

' )

Beweis. Sei etwa J C I wie in der Aussage und u € CP(J; R™). Von der Stetigkeit von T'[u]
iiberzeugt man sich leicht. Nun zur Beschrinktheit. Da u € CP(J;R™) gibt es ein R > 0

s0, dass u(t) € Bg(0) fiir alle t € J. Nun gilt (wegen der Kompaktheit von J x Bgr(0))

L:= sup | f(7,2)] < oc. (485)
(r,2)€T X Br(0)

Es folgt fiir beliebiges t € J

(TTul)(®)] = < |yol + (486)

ot / F(s,u(s) ds

max(to,t)
/ f(s,u(s)) ds

min(to,t)

/t: F(5,u(s)) ds

max(to,t)
< lyo| + / s u(s)] ds,  (487)

min(to,t)

= |yo| +

wobei wir im letzten Schritt die vektorwertige Dreiecksungleichung (Aufgabe 1 auf Blatt
8) verwendet haben. Mit (485) gilt |f(s,u(s))| < L fir alle s € J und daher

[(T'[u])(®)] < |yo| + L(max(to, ) — min(to,?)) = |yo| + LIt — to| = |yo| + L(b—a). (488)

Weil ¢ € J beliebig war folgt T'[u] € Cp(I; R").

| J

Eine Unannehmlichkeit ist hier hinzugekommen: Scheinbar muss hier das Intervall I veklei-
nert werden zu einem beschriankten Intervall J mit J C I.Diese Unannehmlichkeit werden
wir im Folgenden durch Ausschipfung beseitigen.

4 N\

Proposition 94. AUSSCHOPFUNG. Es sei I C R ein offenes Intervall, {o € /. Dann gibt
es eine Folge (Jy)ren von offenen beschriankten Teilintervallen von I mit ¢ty € Ji, Jx C I,
Ji C Jiiq fiir alle £ und

I=]JJ (489)
k=1
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[Beweis. Ubungsblatt 8. ]

2.1.4 Beweis des (globalen) Satzes von Picard-Lindel6f

Nun koénnen wir endlich den globalen Satz von Picard-Lindel6f beweisen.

4 N\

Lemma 95. KONTRAKTIONSEIGENSCHAFT - 1. Es erfiille f € C°(1 x R"; R") eine globale
Lipschitzbedingung auf I mit Lipschitzkonstante L > 0. Es sei T : C°(I;R") — C°(I;R"™)
wie in Definition [86] Dann gilt fiir alle j € Ny und u,v € Cp(I;R™)

(o) - @) < L a0 wer (490)

(Wir treffen fiir diese Aussage die Konvention T°[u] := u fiir alle u € C(I;R™).)

(. J

Beweis. Induktion nach j € Ny. Der Induktionsanfang j = 0 ist klar, da in diesem Fall

LOt—to|0
% — 1 und

(Tl E) = (PDO] = ult) = o] < dolis0) = 1 el ) = ),

(491)
Nun zum Induktionsschritt j — j + 1. Es gelte (490)) fiir ein j € N. Definiere u; := T [u]
und v; := TY[v]. Wir berechnen

(T ) (8) = (T ) ()] = (T[T [ul])(t) — (TIT[])(1)] = [(Tlu))(#) = (Tloy])(2)]
(492)
Yo —I—/t f(s,u;(s)) ds — (yo —I—/t f(s,vi(s)) ds)‘ (493)

Definitionl86]

¢ max(to,t)
/ F(s, () — F(s,05(s))] ds / (s, u5(s)) — F(s,05(5))] ds

to min(to,t)
(494)
max(to,t) max(to,t)
<[ ) < Dl ds < [ L)~ uy(s)] ds.
min(to,t) min(to,t)
(495)
Mit der Induktionshypothese gilt fiir alle s € [min(to, t), max(to,t)]
j j Lj’S — t0|j
|uj(s) = vi(s)] = [(T?[u])(s) = (T7[])(s)] < ———dx(u,v). (496)
Ind.hyp VE
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Wir folgern mit (495))

. ' max(to,t) Lils — tald i+l max(to,t) .
(@ o) - @) < e [ sl as
min(to,t) J: J: min(to,t)
(497)
Wir berechnen nun das Integral auf der rechten Seite. Falls t > ¢4 so gilt
[+l pmax(tot) . LitL ot ) LIt (+ — o) LitL|p — ¢, |0H)
: / s — o) ds = = /(s—tO)st: . ( . 0) _ | ol
IV Jminto) it S jitog+1 (j+1)!
(498)
und falls ¢ <ty so gilt
[t pmax(tost) ‘ i+l rto , LIt (t, — )i+ LIt — ¢ol0t1
, / |s —to]! ds = — / (to — s)? ds = — (0_ ) = ‘ o :
3' Jmintion it jvtog+1 (j+1)!
(499)
In beiden Féllen hat man also
) ) L]+1|t o t0|j+1
TIH u]) () — (T o)) (#)] < 500
(T ) (8) = (T [w])(B)] < 1) (500)

Korollar 96. KONTRAKTIONSEIGENSCHAFT - II. Es erfillle f € C(I x R";R") eine
globale Lipschitzbedingung auf I mit Lipschitzkonstante L > 0. Es sei J = (a,b) C [
beschriinkt mit J C I. Es sei T : CP(J; R") — CP(J; R") wie in Proposition . Dann gilt
fiir alle u,v € C(J;R™) und m € N, dass T™[u], T™[v] € CY(J;R™) und

Lm(h — m
@), 7)) < 0D 4014, ), (501)
m)!
Insbesondere gibt es ein ng € N mit
1
dD (T [u], T™[v]) < §dg) (u,v) Yu,v € CP(J;R"). (502)

-

Beweis. Dass T™[u],T™[v] € CP(J;R") folgt direkt induktiv aus Proposition [93} Nun
gilt mit Lemma 95| (angewandt mit [ = J), dass fiir alle t € J = (a,b)

L™t — to|™ L™(b— a)™
@)ty — @] < EE B g ) < PO o (s09)
Nimmt man nun das Supremum iiber alle t € J so gilt
L™m(b — q)™
A ), 7)) < ZO= " 00, (504)

m)!

Damit ist (501)) gezeigt. Fiir (502)) geniigt es dann zu zeigen, dass es ein ng € N gibt mit
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L0 (b—a)"0

I % Beobachte dazu, dass

S Lo (b—a) = LO=a)" _ i) (505)
m)!
m=0 m=0

d.h. die Reihe Y °_, Lz (l; 9™ ist konvergent. Nach einem Satz aus der Analysis muss dass
lim,;, 00 Lm(fn_!“)m = 0 gelten. Daraus folgt die Existenz von nyg € N wie oben behauptet.

. J

Jetzt konnen wir den globalen Satz von Picard-Lindel6f zeigen. Wir wiederholen zunéchst
die Aussage.

e N

Wiederholung Satz SATZ VON PICARD-LINDELOF I — GLOBALE VERSION. Es sei
I C R ein offenes Intervall und f € C°(I x R™; R") erfiille eine globale Lipschitzbedingung.
Dann hat fiir alle ¢y € I und yy € R™ das Anfangswertproblem

{y'oﬁ) = f(t,y(t)) (t€T) (506)
y(to) = Yo

eine eindeutige Losung y € C1(I; R").

(. J

Beweis (von Satz_ . Nach Proposition gibt es beschréankte Intervalle J; C Jy C
.. Cmit tg € Jy, Jp C I fiir alle k € N und I = J;_, Ji. Definiere T} : C(Jy; R™) —
CP(Jy; R™), u + T[u] durch

(Tu[u]) —yo—i-/fsu ds (te Jp). (507)

Nach Proposition[93]ist 7}, wohldefiniert fiir alle & € N (d.h. wirklich eine Selbstabbildung).
Nach Korollar [96| gibt es ein ny € N so, dass (T})™ eine strikte Kontraktionsabbildung im
Sinne von Korollar [89|ist. Nach Korollar [89| hat T}, damit fiir alle £ € N einen eindeutigen
Fixpunkt. Etwa sei uy € CP(Ji;R™) das eindeutige Element mit Tj[ui] = ug. Nun zur
Existenz einer Losung. Wir werden diese u;’s nun zu einer Losung des AWP zusam-
menkleben. Dazu zeigen wir die folgende

Zwischenbehauptung. Fir m > k gilt u,,|;, = ug. Wir werden sehen, dass u,,|;, ein
weiterer Fixpunkt von T}, ist. Dazu sei t € Ji beliebig. Dann gilt (weil Ji, ein Intervall ist)
auch [to,t] C Ji C J,, und somit

Tilinl0) g w0+ | F(s 1l ) ds (505)

— o+ / Fls,n(8) ds = Tolun)(t) = () = (w1 )0, (509)
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Also ist wu,|y, ein Fixpunkt von T} und daher aufgrund der Eindeutigkeit w,,|;, = ug.
Ende der Zwischenbehauptung.
Nun definiere y : I — R™ durch

y(t) := ug, (t) wobei k; :=min{m e N: ¢t € J,,}. (510)
Beachte, dass dann y|;, = v fiir alle [ € N — denn schliellich gilt fiir ein beliebiges t € Jj,
dass k; <[ (d.h. auch J, C J;). Deswegen hat man y(t) = wy, (t) = (url 5, ) () = wi(t).

Wir behaupten, dass
(A) y € C°(I;R") und
(B) y(t) =wo+ [;, f(s,y(s)) ds fiir alle t € I.

Zu (A). Es sei t € I beliebig. Dann ist t € J; fiir ein [ € N. Da y|;, = w, und v €
CO(J;;R") ist y auf J; stetig und damit haben wir auch Stetigkeit bei t. Zu (B). Es sei
t € I, etwa t € J fiir ein | € N. Beachte, dass dann auch [tg,t] € J;, weil J; ein Intervall
ist. Nun berechnen wir

) = (0 = w(t) = B = w+ / £(s, wls (511)

Yl Jp =

lodlch / F(s. (s (512)

yla,=w

Die Behauptung folgt, da ¢ € I beliebig war. Nun sind also (A) und (B) gezeigt und
damit die Vorraussetzungen von Aussage (2) in Proposition [85| erfiillt. Aus Proposition
“(2) = (1)” folgt nun, dass y das gegebene Anfangswertproblem lost.

Zur Eindeutigkeit einer Losung. Angenommen es gibe eine weitere Losung 7 # .
Das heifit es gibt ein t; € I mit §(t1) # y(t1). Nun gibt es ein [ € N mit ¢; € J;. Da g auf
J; das Anfangswertproblem lost, gilt nach Proposition [85 dass

t) =1yo +/ f(s,9(s)ds VteJ, dh. Tyl,] =9l (513)

Wir folgern, (aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes von 1), dass ¢, = w = yl;,. Somit
wire aber §(t1) = y(t1), ein Widerspruch.

.

Zum Schluss noch ein Wort zur numerischen Approzimation von Losungen.

Definition 97. PICARD-ITERATION. Es sei f € C%(I x R™;R") und u € C°([;R"). Es
sei T : C°(I;R™) — C°(I;R") wie in Definition . Dann heifit die (Funktionen-)Folge
(T7[u])jen die Picard-Iteration mit Startwert w.

Methode 98. NUMERISCHE APPROXIMATION. Es erfiille f € C°( x R™; R™) eine globale
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Lipschitzbedingung. Es sei y € C'(I;R™) die (nach Satz eindeutige Losung von

/
Y0 = flty®) (D) 1)
y(to) = Yo

Behauptung. Es sei J = (a,b) C I ein beschrinktes Intervall mit J C I. Dann konver-
giert fiir ein beliebiges u € C°(I;R") die Picard-Iteration (7V[u]);en gleichméBig auf J
gegen .

Begriindung. Beachte zunichst, dass u,y € C2(J;R"), denn u,y sind beide stetig auf
dem Kompaktum J (und daher beschrinkt nach dem Satz von Weierstral). Wir erinnern
uns daran, dass nach Methode Tly] = y und somit auch T™[y] = y fiir alle m € N.
Daher

L™(b — q)™
AT, y) = dD@ ], ) < Doy (si)
Korollar 06 m'
Somit gilt
L™(b—a)™
i _sup (7l (1) — y(1)] < timsup Oy 0, (s16)
m—0o0 e J m—o00 m:

was die gleichméfiige Konvergenz zeigt.

2.1.5 Einige Worte zum Satz von Peano

Wir werden eine Teilaussage zum Satz von Peano beweisen: Wir werden namlich zeigen, dass
es fiir alle f € C°(I x G;R™), to € I und yo € G ein kleines Intervall (ty — a,to+a) C I gibt,
so, dass

{y’(t) = f(t.y(t) (L€ (to—ato+a)) (517)

y(to) = yo

eine Losung besitzt. Fin solches Resultat nennt man Kurzzeitexistenz- Resultat.

Wiirde man den Satz von Peano komplett beweisen wollen, so miisste man noch argu-
mentieren, dass das Existenzintervall so gro3 gemacht werden kann, dass die Losung y eine
nichtfortsetzbare Losung ist. Dies sparen wir aber an dieser Stelle aber aus.

Unsere Beweisidee: Wir approzimieren eine beliebige Funktion f € C°(I x G;R") auf
einer geeigneten Teilmenge durch Funktionen (f;);eny € C°(I x R™;R™), die eine globale
Lipschitzbedingung erfiillen.

~

Proposition 99. Es sei A C R kompakt, K C R™ kompakt und f € C°(A x K;R™).
Dann gibt es eine Folge (f;)jen C C°(A x R™;R™) mit

VjeN: |fi(r,22) — fi(1,21)] < Vmjlza — 21| V7 € AVz1, 20 € R (518)

und f; — f gleichméflig auf A x K.
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Beweisidee. Wir zeigen nur den Fall m = 1. Fiir m > 1 muss man lediglich jede Kom-
ponente betrachten, siehe Ubungsblatt 7. Es sei also f € C°(A x K;R). Wir setzen fiir
j€Nund (1,2) € A x R™

(7, 2) o= inf {f(7,0) + jlw — 2]} . (519)

Schritt 1. f; : A x R" — R ist reellwertig. Dazu: Weil A x K kompakt ist, gibt es ein
M > 0 mit |f(r,w)] < M fiir alle (7,w) € A x K. Somit gilt fir 7 € A und z € R” und
we K

f(rw)+jlw—2z| > =M+ jlw—z| > =M. (520)

Somit haben wir auch

iIGlf({f(T, w)+jlw—z} >—-M>—-oc0 V(r,z) € AxR" (521)

Schritt 2. f; — f gleichméBig auf A x K. Sei dazu € € (0, 1). Beachte zunéchst, dass fiir
alle (1,2) € A x K gilt, dass

fi(rz) = mf {f(rw)+jlw—z[} < f(r,2) +7le =2 = f(7,2). (522)
Wir wéhlen nun fiir alle j € N ein w; € K so, dass
frw;) + jlw; — 2| < fi(r,2) + 5¢. (523)
Nun gilt

0 < f(r,2)—fi(r,2) < f(T,z)—f(T,wj)—j|wj—z|—|—%5Sf(T,z)—f(T,wj)—i—%s. (524)

Beachte nun, dass

]|Z - wjl = fj(TVZ) - f(Tawj) + %8 = f(Tu Z) - f(T7wj) + %6 < 2M + %7 (525)
d.h. 1
|z —w;| < =(2M + ). (526)
J

Da f auf A x K stetig ist (und A x K kompakt ist), ist es dort auch gleichmaBig stetig
(sieche Analysis). Somit gibt es ein 6 = §(¢) > 0 mit

(11,01), (T2, v2) € AX K = |[(11,01) — (T2, 02)| < 8(e) = |f(71,01) — f(72, )| < 3e.
(527)
Sei man nun j € N so grof}; dass %(2]\/[ +3) < d(e). Fiir (11,v1) := (7, 2) und (72, v2) :=
(7,w;) gilt dann nach (526)), dass |(71,v1) — (72, v2)| < §(¢). Somit haben wir

(7, 2) = f(r,wi)l = £ (1, 01) = f(72,02)] < 3e. (528)
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CGi‘rehen wir nun zuriick zu (524]) so sehen wir, dass fiir j € N mit %(2M +3) < 6(e) gilt,
ass

0< f(r,2) — fi(1,2) < f(r,2) — f(T,w;) + %5 558 E. (529)

Das bedeutet, dass fiir j > | (2M + 1)| 4+ 1 := ng(e) gilt, dass
d(g) 2

|fi(1,2) — f(1,2)] <e V(r,z) e AxK. (530)
Es folgt, dass f; gleichmméfBig gegen f konvergiert.

Schritt 3. Wir zeigen (518)). Dies funktioniert wie im Beweis von Satz[84] Es seien dazu
7 € N fest, z1,29 € R" und 7 € A. Wahle nun fiir ¢ > 0 ein w € K mit

f(rw) 4+ jlw— 2| < fi(1,21) + €. (531)
Dann gilt
[i(T,22) = fi(T,21) < [i(7,22) = (f(T,w) + jlw —2]) + € (532)
< [f(r,w) + jlw = 2|] = (f(T,w) + jlw — 21]) + € (533)
=j(lw—2|—|lw—z|)+e=J(w—21+21 — 20| — |w—2z]|) +¢
(534)
< Jw =z + |21 — 2] = |lw— z1|) + € = jlz1 — 22| +e. (535)
A—TUngl.
Lassen wir € — 04 gehen, so erhalten wir
[i(m,22) = [i(7,21) < jla1 — 2. (536)
Vertauschen wir die Rollen von 2y, 29, so konnten wir auch herleiten, dass
fi(m,21) = [i(7,22) < jl21 — 2. (537)
Die beiden vorigen Gleichungen ergeben dann
|fi(7,21) = [i(7, 22)| < jlz1 — 2. (538)

Schritt 4. Zu zeigen wire hier noch die Stetigkeit von f auf A x R™. Wir iiberspringen
dies an dieser Stelle, weil es genauso funktioniert wie in Satz [84]

-

J

Die Idee ist nun die Folgende: Es sei f € C°(I x G;R"), ty € I, yo € G. Wir wihlen ein
geeignetes Teilkompaktum A x K = [a,b] x K von I x G und approximieren f auf A x K
durch (f;)jen C CO(AXR™; R™) wie im vorigen Lemma. Dann gibt es fiir alle j € N Losungen

y; € CH(I;R™) zu

{y§- () = f;(t,y;(1) (¢ € (a,0)) (539)

y;i(to) = Yo

Man hofft nun, dass diese Losungen y; in einem geeigneten Sinne gegen eine Losung des
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urspriinglichen Anfangswertproblems
"(t) = f(t,y(t te?
y(to) = yo

konvergieren. Hierbei muss man unter Umsténden noch das Intervall (a,b) verkleinern, des-
wegen das Fragezeichen.
Todo 1. Wahl des Teilkompaktums.

Proposition 100. Es sei f € C°(I x R R"), ty € I und 3y € R™. Es sei R > 0 und
a > 0mit [ty — a,to+a] C 1. Es sei M := max, 7, 2)|. Ferner sei
y € C'((to — a, to + a); R") eine Losung von

T,Z)G[tofa,to%*a] XBR(y()) |f(

/ J— J—
y(to) = o
Definiere a := min{a, Miﬂ} Dann gilt, dass y(t) € Br(yo) fiir alle t € [ty — a,to + a.

Beweis. Es sei a > 0 wie in der Aussage. Wir erinnern uns, dass wegen Proposition
gilt, dass

y(t) = o+ / F(s,y(s) ds V€ (ty— ato + ). (542)
Definiere
S :=sup{t € [to,to + a] : y(7) € Br(yo) V7 € [to,t]}. (543)

Wir zeigen, dass S = tg + a. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass S < to 4+ a. Da
to + a < tg + «a gilt insbesondere S € I und damit ist es moglich y bei S auszuwerten.
Dann gilt (wegen der Wahl von S), dass y(S) € 0Bgr(yo), d.h. |y(S) —yo| = R. Somit folgt

R=ly

S
(S) - vol < / (5, 5(s))] ds (544)

/ Fls.(s)) ds

Wegen der Wahl von S gilt y(s) € Bgr(yo) fiir alle s € [ty, S]. Daher folgt nach der
Definition von M in der Aussage

M
M+1

s
RS/ |f(s,y(s))|ds=M(S —ty) < M(to+a—ty) =aM <R (545)

Subtrahiert man die rechte Seite von der linken, so erhilt man 2~ < 0, also einen

M+1
Widerspruch. Es folgt, dass S = ty + a und damit y(t) € Bgr(yo) fiir alle t € [ty, o + al.

Analog zeigt man y(t) € Br(yo) fiir alle t € [ty — a,ty] und damit folgt die Behauptung.

|\ J

Wir werden spéter im Beweis ein geeignetes Teilkompaktum der Form [tg —a, to+a] X Br(yo)
wéhlen, wobei a > 0 wie in der Aussage der vorigen Proposition ist.
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Anmerkung 101. Es sei f € C°(I x G;R"), to € I, yo € G, R > 0 so0 dass Bg(yo) C G
und o > 0 so, dass [to, to + ) C 1. Ist nun M :=sup(, i 04 ayxBrgoy |/ (T 2)| < 00, s0
kann man mit derselben Technik eine leicht abgewandelte Version der vorigen Proposition
beweisen, ndmlich die Folgende:

ABGEWANDELTE VERSION. Ist a := min{a, Miﬂ} und die Funktion y € C*((ty—4, to+a)),
(6 > 0), eine Losung von

{y’(t) = f(ty(t) te(to—dto+a) (546)
y(to) = yo

so gilt y(t) € Br(yo) fiir alle t € [ty, to+a). Spiegelbildliches lésst sich in (tg — a, to] zeigen.

| J

Todo 2. Verstehen der Konvergenz.

4 )\

Proposition 102. SATZ VON ARZELA-ASCOLI. Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall
und fiir j € N sei g; € C%([a, b];R™) eine stetige Funktion so, dass die Folge (g;)jen C
C%([a, b]); R™) folgendes erfiillt: Sie ist

(a) punktweise beschrinkt, d.h. fiir alle x € [a,b] gilt: 3C > 0 mit sup,ey |g;(7)] < C.
und

(b) gleichgradig stetig, d.h. fiir alle € > 0 existiert ein § = d(g) > 0 so, dass

x1,%9 € [a,b] 1 |z —x9| <6 = sug lg;(z1) — gj(z2)] < e. (547)
je

Dann gibt es eine Teilfolge (gi,);en und ein g € C°([a, b]; R™) so, dass g;, — g gleichméBig
auf [a, b] konvergent ist.

(. J

Beweis. Es sei g; € C°([a, b]; R™) so, dass (a) und (b) erfiillt sind. Beachte nun: [a, b NQ
ist abzéhlbar, sei etwa [a,b] NQ = {q1, ¢2, ...}

Schritt 1. Finde eine Teilfolge (ji)ien C N so dass fiir alle i € N die Folge (g;,(¢i))ien
konvergent ist. Hierzu werden wir benutzen, dass wegen Eigenschaft (a) fiir alle i € N
die Folge (g;(¢i))jen C R™ eine beschrénkte Folge ist. Daher gibt es mit dem Satz

von Bolzano-Weierstrafl (angewendet auf (g;(¢1));en) eine Teilfolge (k;l(l))leN C N so,
dass (g, (q1))ien konvergent ist. Nun ist auch die Teilfolge (g,0)(q2))ien C R™ eine
l l

beschénkte Folge. Somit gibt es mit Bolzano-Weierstrafl eine Teilfolge (1@(2)) von (kzl(l))

s0, dass (g, (q2))ien C R™ konvergent ist. Wiederum ist (g, (g3))ien eine beschrénkte
l !

Folge. Der Satz von Bolzano-Weierstraf liefert nun eine Teilfolge (k;l(g)) von (k:l(Z)) so, dass

(gkl@) (g3))1en konvergent ist. Wir konnen nun immer so weiter machen und finden ge-

schachtelte Teilfolgen (k")ien D (5™ )ien D (¥ )ien D ... so, dass fiir alle 7 € N die
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Folge (gkl@) (¢r))ien konvergent ist. Wir wéhlen nun die Teilfolge j; := k:l(l) fiir alle [ € N.

Sei nun i € N. 7, : g;,(¢;) ist konvergent. Dazu bemerke: Es definiert (j;);~; = (kl(l))bi

stets eine Teilfolge von (kl(l))bi. Dies liegt daran dass die Teilfolgen geschachtelt waren!
Da (gk(i)(qi))leN bereits konvergent ist, ist somit auch (g;,(¢;))i>; konvergent. Da fiir die
l

Konvergenz aber die ersten i Folgeglieder keine Rolle spielen, ist auch (g;,(¢;))ien konver-
gent.

Schritt 2. Wir zeigen nun, dass (g;,)ien C (C°([a, b]; R™), dw) eine Cauchy-Folge ist. Da-
zu sei € > 0. %, : Es gibt ng(e) € N mit doo (g1, &) [= SUDzefay) 195 (¥) — g5, (2)]] < ¢ fiir
alle [,k > ng(e). Wegen der gleichgradigen Stetigkeit (d.h. Bedingung (b)) existiert ein
d =4d(e) > 0 mit

11,79 € [a,0] ¢ |y — 29| <6 = Sug|gj(931) —gj(x2)| <
je

€. (548)

Zusétzlich gilt [a,b] C |U;2, Bs(q;), da fir jedes = € [a,b] das Intervall (z — 6,z + ) N
[a, b] eine rationale Zahl enthalten muss (und {¢; : i € N} ja gerade eine Abzéhlung der

rationalen Zahlen in [a, b] ist). Nach dem Satz von Heine-Borel gibt es nun ein endliches
N; € N so, dass

Ns
la,b] C U Bs(q;)  (weil (Bs(q;))ien offene Uberdeckung des Kompaktums [a, b] war.)
i=1
(549)
Fiir alle ¢ = 1,..., N5 ist nun (g;,(¢;))ien C R™ eine Cauchy-Folge in R™. Damit gibt es
auch fiir alle i = 1, ..., N5 ein n; = n;(e) > 0 so, dass

195, (@) — g5, ()| < 3¢ VI k >mn,. (550)

Wiéhle nun ng(e) := max;—y__sn;(e). Seien I,k > ny(e) und sei z € [a, b] beliebig. Nach
(549) gibt es ig € {1, ..., N5} mit |z — ¢;,| < 0. Wir berechnen nun

195 (%) — g5, (@) = 195, (¥) — 95,(ais) + 95, (Gio) — 93 (@io) + 951 (@i5) — 95 ()] (551)
< 193(®) = 93, (aio)| + 195 (i) = 95 (@io)| + |95 (a50) — 95 (x)]  (552)

<supex |9 (@)—9; (aio ) <supjers |95 (@) ()|
<2 Sup 195(2) = 9j(qio)| + 195 (gio) — i (@io) |- (553)

Nach (548) gilt (weil |2 — g;,| < 8), dass sup;cy |g;(2) — 9;(¢i,)| < €. Ferner beachte, dass
k.1 > ng(e) > n;, und deshalb (wegen (550) auch |g;,(¢i,) — gj, (i) < 3e fiir alle I, k.
Nun folgt mit (551)) fiir I, & > ng(e)

195, (2) — g, ()] < 231615 19;(x) = 95 (@i)| + 1951 (di0) — 95 (Gi0)| < 2- 56 + 36 =€ (554)
J
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Da z € [a, b] beliebig war gilt fiir alle I, k > ng(e), dass

oo (Gji> 9in) = sup, 195, (2) — gj. (x)| < e. (555)
z€]a,
Wir haben also gezeigt, dass (g;,)ien C (C°([a, b]; R™), ds) eine Cauchy-Folge ist. Beachte,

(
dass nach dem Satz von Weierstral C°([a, b]; R™) = C?([a, b]; R™). Nun folgt mit Proposi-
tion 93] dass (g;,)ien in (C°([a, b]; R™), d) konvergent ist, also insbesondere gleichméBig
konvergent (vgl Anmerkung [91]).

. J

Wir sind nun bereit fiir das Kurzzeitsexistenzresultat von Peano.
'd N\

Satz 103. KURZZEITEXISTENZRESULTAT VON PEANO. Es sei f € C°(I x G;R"), ty €
I,yo € G gegeben. Dann gibt es ein b > 0 so, dass das Anfangswertproblem

{y'<t> = f(t,y(t)) t€ (to—b,to+b)

y(to) = yo

(556)

eine Losung besitzt.

(. J

~

Beweis. Es sei f € C°%(I x G;R"),ty € I,yo € G. Wihle @ > 0 und R > 0 mit
[to — a,to + o] X Br(yy) C I x G. Sei nun A := [ty — a,tg + o] und K := Bg(y).
Nach Proposition [99] gibt es eine Folge (f;)jen € C°(A x R™;R™) von Funktionen, die
eine globale Lipschitzbedingung erfiillen, mit f; — f gleichmafig auf A x K. Wahle
nun M; := max 2)elto—ato+alx Ba(yo) y1f5(m, 2) [ und M :=max ;i asoralxBaie | (T 2)]-
Nach Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 9 konvergiert M; gegen M fiir j — oo. Wir definieren
nun a; := min{3o, 7, +1} a := min{3a, M+1} > 0 und VergeW1ssern uns leicht, dass auch
a; — a fiir j = oo gllt Insbesondere gibt es ein ny € N mit a; > 7 fiir alle j > ng. Es sei
nun y; € C((to — a, to + ); R™) die eindeutige Losung zu

{y;(t) = fit.y;(1) (t€(to—ato+a)) (557)

y;i(to) = yo

Dass diese Losung existiert und eindeutig ist liegt daran, dass f;(y—a,to+a)xrr € CO((to —
a, tp+ a) x R™;R"™) alle Vorraussetzungen von Satz 75| erfiillt. Nach Proposition -10() gilt,
dass y;(t) € Br(yo) fiir alle t € (to — a;,to + a;). Fiir j > ny hat man also y;(t) € Br(yo)
fiir alle ¢ € [to — §,to + §]. Im Folgenden identifizieren wir y; mit y;i,—a 119
Zwischenbehauptung. Es gibt eine Teilfolge (y;,)ien C C°([to — &,to + 2];R™) von
(Yj)j=no, die gleichmiBig gegen ein y € C°([to — §,to + 5]; R™) konvergiert. Dazu priifen
wir die Vorraussetzungen von Proposition fiir (y;)j>n, nach.

Zu Vorraussetzung (a). Fiir die punktweise Beschrianktheit beobachten wir, dass fiir
J > ng nach Proposition [100

yi(t) € Br(yo) Vt€[to— 35, to+ 3] = [y;(t) —wo| SR Vt € [to— 5,t0+ 3]. (558)
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Somit gilt fiir ¢ € [ty — §,t0 + §), dass

45 (®)] = 193 (1) = yo-+4o0l < 15;(8) —vol + |0l < Rtlgol-  dh. sup ly;()] < B+ yol- (559)
Je

Zu Vorraussetzung (b). Wir definieren M = SUp;>,, M;. Dieses Supremum ist endlich,
da (M) >n, als konvergente Folge beschrénkt ist. Es sei ¢ > 0. Wahle nun 6 = §(¢) := ﬁg.
Seien nun x1, 2, € [ty — §,%0 + 5], |21 — 22| < 0 und j > ng. Dann gilt

To max(z1,2)
/ yg(s) ds / y;(s) ds
1

min(z1,22)

max(z1,22) , max(z1,22)

<[ el 2 | 5] ds < Myl — .
min(z1,x2) (557) min(zq,x2) S——————

(560)

[y (1) =y;(22)| =

<Mj,da y;(s)€BRr(yo)

(561)
Nehmen wir das Supremum {iiber alle 7 > ng so erhalten wir

sup |y;(x1) — y;(z2)| < sup Mj|zg — 24| = M|xy — 21| < M§ = Mﬁs =e. (562)
Jjzno Jjzno
Wir haben die Vorraussetzungen von Satz nachgepriift und erhalten die Existenz der

Teilfolge (y;,)ien und des Grenzwertes y aus der Zwischenbehauptung.
Behauptung. y € C'((to — %,t)+ %);R") ist Lésung von

"(t) = f(t,y(t t to— 2.t 4
y(to) = yo-
Hierzu geniigt (nach Proposition folgendes zu zeigen
t
Z: uO =t [ S ds Ve (- ito+ D) (564)
to
Beachte, dass (557) (und Proposition impliziert, dass fiir alle j € N
t
O =+ [ Houl)ds Ve o= git+9) (565)
to
somit auch .
B =10+ [ Lilsu(6) ds VEE (o= ito+ D) (566
to

Wir gehen nun auf beiden Seiten zum Grenzwert (I — oo) iiber. Auf der linken Seite gilt
limy 0 y;, () = y(t), weil y;, gegen y gleichméafBig konvergiert. Fiir die rechte Seite gehen
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wir wie folgt vor. Es sei ¢ > 0. Da f;, — f gleichméig auf [ty — o, to + o] X Bgr(yo)
konvergiert, gibt es ein [y € N mit

sup \fi(1,2) — f(1,2)] < %5 Vi > 1. (567)

(T7Z)€ [tofa,t0+a] X BR (yO)

Ferner ist f auf dem Kompaktum [to — §, %o+ §] X Br(yo) gleichméBig stetig ist und daher
gibt es ein ¢ > 0 mit

21,72 € Br(yo), |21 — 22| < 0,5 € [to — 5,00+ 5] = |f(s,21) — [(5,22)| < %6. (568)
Zudem gibt es ein [y € N so, dass [ > [; impliziert, dass
|y (s) —y(s)| <& Vs € [to— 5,10+ 3]. (569)

Wir berechnen fiir I > max(lg, l)

yo+/f]lsyﬂ ))ds—(yo+/fsy )‘

f]l s y]z( )) - f(S,y(S))) ds

(570)
max(t,to) max(t,to)
[ ) = SN s < [ sl ~ fs(s)] ds.
min(¢,tg) min(¢,to)
(571)

Nun gilt mit der Dreiecksungleichung

|fjl(87yjl(8>> - f(S, y(s))l < |fjl(87yjl<8)) - f(S, yjl<8))| + |f<87yjl<8)) - f(S, y(S))| (572>

Fiir den ersten Summanden haben wir (weil nach (558)) y;,(s) € Br(yo))

|32 (s,95(s)) = f (s, 45(s))] < sup [fi(m,2) = f(r,2)| < 3. (573)

(1,2)E[to—a,to+a] X Br(yo)

Fiir den zweiten Summanden definiere z; := y;,(s) und 25 := y(s). Dann gilt nach (569)),
dass |21 — 29| < ¢ fur alle [ > max(ly, ;). Es folgt aus (568)), dass

(595 (s) = fs,9(8))] = | f(s,22) = f(s,21)] < 3e. (574)
Mit den beiden obigen Gleichungen und folgt
f(s:95(5)) = fs,9(s))] < 36 + 56 =& (575)

Benutzen wir dies in (571]) so folgt fir [ > max(ly,l2)

vo + /t: £ (5,5 (s)) ds — <y0+ /t: F(5,9(5)) ds)‘ < et —to). (576)
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Somit

< e(t —ty). (577)

lim sup
=0

m+£ﬁw%w»m—@ﬁ¢}@mm®)

Lassen wir € — 04 streben, so erhalten wir

lim sup =0. (578)

l—o0

m+£hw%w»®—@wlﬁ@www>

Dies erlaubt uns dann auch, auf der rechten Seite von (566|) zum Grenzwert iiberzugehen
und wir erhalten

y@—m+lv@mmdswemw%m+a7 (579)

a

was zu zeigen war. Die Aussage des Satzes folgt dann mit b :=

| J

[\

2.1.6 Der Eindeutigkeitssatz

Fiir das Eindeutigkeitsresultat ist der Satz von Kirszbraun-Valentine unsere Hauptzutat.

Wiederholung Satz SATZ VON KIRSZBRAUN-VALENTINE. Es sei G C R" offen und
beschriinkt sowie I C R offen. Es sei m € N und f € C°(I x G;R™) erfiille

|f(7', 22) — f(T, Zl)‘ S L’Zz — 21‘ VT c [, Vzl,zz < G (580)
Dann gibt es F' € C°( x R™";R™) mit F|;xg = f und

|F<T, ZQ) — F(T, Zl>’ S \/EL‘ZZ — 21’ V1 € [, vzl,Zg e R™. (581)

(. J

Damit kénnen wir bereits das Eindeutigkeitsresultat beweisen

~

Wiederholung Satz[79] EINDEUTIGKEITSSATZ. Es erfiille f € C%(I x G;R™) eine lokale
Lipschitzbedingung, sei ty € I und yg € G. Seien Iy, I, C I Teilintervalle mit t, € I; N I
und y; € C*(I;; G) (j = 1,2) Losungen von

(t) = f(t,y:(t tel;
y]() [t y;(t) (tely (j=1,2). (582)
y;(to) = yo

Dann gilt y1|1,nn = v2|nnn-

Beweis. Es seien y; € C'(I1;G) und yo € C'(I5;G) wie in der Aussage. Beachte, dass
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I, N I auch ein offenes Intervall ist. Definiere
O := {t € Il N .[2 : yl(t> = yg(t)} (583)

Beachte, dass O # (), da ty € O.
Zwischenbehauptung 1. I; N I \ O ist offen. Dazu

LNy \ 0= {t elinli: yl(t) 7é yg(t)} = {t eliniy: |y1<t> — y2<t)| > O} (584)

Nun ist die Funktion h : I} N Iy — R, A(t) := |yi(t) — ya(t)| stetig. Aus lernen wir,
dass I; N I, \ O = h™((0,00)). Da Urbilder offener Mengen unter stetigen Funktionen
wieder offen sind (Analysis) folgt, dass I; N I \ O offen ist.

Zwischenbehauptung 2. O ist offen. Dazu sei T € O beliebig, d.h. y;(T) = (7).
Definiere v := y1(T")[= y2(T")]. Wegen der lokalen Lipschitzbedingung gibt es nun ¢ > 0,
r>0und L > 0so,dass (I'—¢,T+¢)C I, B.(v) CGund

|f(T,22) = f(T,21)]| < Llza — 21| V7€ (T —¢,T +¢) Vz1,20 € B,(v). (585)

Nach dem Satz von Kirszbraun-Valentine gibt es nun ein F € C°((T —¢,T + ) x R™; R")
so, dass F'|(r—cr+e)xB,(v) = f und

|F(1,20) — F(1,21)| < V/nl|zg — 21| V7 € (T —¢,T +¢) V21,2 € R™. (586)

Insbesondere erfiillt F' eine globale Lipschitzbedingung auf (7' — e, T + ¢). Betrachten wir
nun U := y; (B, (v))Nyy (B (v))N(T —¢, T +¢). Da yy, 9, stetig sind (und daher Urbilder
offener Mengen wieder offen sind), ist U offen. Da auch 7' € U gibt es nun 6 > 0 mit

(T —6,T+6)CU=y; (B (v) Ny " (B,(v)) N (T — ¢, T +¢) (587)

Nun hat nach dem globalen Satz von Picard-Lindel6f das Anfangswertproblem

{yf(t) =F(t,y(t)) (te(T—0,T+0)) (588)

y(T) =v

Eine eindeutige Losung y € C((T — 6, T + §); R"). Fiir t € (T — 6, T + ¢) gilt nun

") = f(t,y(t F(t, y.(t 589
WO =) o (L) (589)

und ferner y,(T") = v. Wir folgern aus der Eindeutigkeit von , dass y1|(r—s1+s) = y. Analog
zeigen wir

() = f(t t _ EF(t ). 590
B =) e F(ta() (500)
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Es folgt (wiederum aus der Eindeutigkeit von ), dass ya|(r—s1+s) = ¥ und somit yo|(r—sr4s)
Y1|(r—sr45)- Damit gilt also (T — 6,7 + 0) C O. Die Offenheit von O ist bewiesen. Ende
der Zwischenbehauptungen. Beachte nun, dass

(LhNL)=[(LNI)\O]UO, (591)

d.h. I; N I ist die Vereinigung zweier disjunkter offener Mengen. Da [; N I, aber (als
Intervall) zusammenhéngend ist, gilt nun entweder O = () oder I; N I, \ O = (). Da aber
O # 0 (weil tg € O) gilt ;NI\ O = 0 und somit O = I; N I. Mit anderen Wortn gilt
also y1|nnr, = Yelnnn-

. J

2.1.7 Beweis des (lokalen) Satzes von Picard-Lindel6f

Wir haben bereits angekiindigt, dass der lokale Satz von Picard-Lindel6f und dem abge-
schwichten Satz von Peano folgt. Diesen werden wir als néchstes beweisen.

Wiederholung Satz (78] . ABGESCHWACHTER SATZ VON PEANO. Es erfiille f € C°(1 x
G;R™) eine lokale Lipschitzbedingung. Sei dazu ty € I und yo € G. Dann existiert ein
Teilintervall I C I mit ty € I und mit einer nichtfortsetzbaren Losung y € C'(I; G) des
Anfangswertproblems

(592)

{ymzf@mm (tel)
y(to) = Yo

'd )

Beweis. Nach dem Kurzzeitexistenzresultat von Peano (Satz |103)) gibt es ein b > 0 so,
dass eine Kurzzeitlisung yr, € C*((to — b,to + b); R™) von

{%Aﬂ:ﬂu%ﬂn (L€ (to—bito+b))

Yru(to) = Yo (593)

Wir fiihren fiir den Beweis folgende Bezeichnung ein. Fiir ein offenes Teilintervall J C [

gilt

y(t) = fltyt) (ted)

y(to) = o (594)

(AW P|J) bezeichnet das Anfangswertproblem {

Definiere nun
ty =sup{t > to+b: (AWP|(to —b,t)) hat eine Losung § mit §|y—pt9+5) = Yeu} (595)
und

t_=inf{t <ty —b: (AWP|(t,to+b)) hat eine Losung y mit y(o—b,t0+5) = Yku}- (596)
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Nun gibt es eine monoton wachsende Folge ¢; 1 ¢4 und Losungen ; von (AW P, (to—b, t;))
mit gjj|(t0_b7t0+b) = Yy Sowie eine monoton fallende Folge L T t, und Losungen y, von

(AWP, (t;,to + b)) mit ¥;]@—b,to+b) = Yru- Definiere y; : (;,1;) — R™ durch

_Jy () e (G, to]
y;(t) := {gj@) L () (597)

Sicherlich gilt, dass y; € C*((t;,%;); R"), denn sowohl Y, als auch y; stimmen auf (¢; —
b, to+b) mit yg, iiberein und somit gibt es bei ¢y keine Differenzierbarkeitsprobleme. Ferner
gilt fiir alle t € (t;,1;)

o {g’-(t) te(t,to {f(t,y(t)) te (L to]
yj(t) J =

)
yi(t) t e (to,t;)

o) te (i) S wd) o (5%)

und auBBerdem y;(to) = Yru(to) = yo. Somit 16st y; also (AW P|(t;,;)). Wir definieren nun
I; = (¢, t;). Da unsere Folgen monoton gewéhlt waren gilt I; C 1,4, fir alle j € N.
Zwischenbehauptung. Fiir alle k > j gilt yx|;, = y;. Dies folgern wir leicht aus dem
Eindeutigkeitssatz (Satz|79) — denn y;, 16st (AW P|I;,) und y; 16st (AW P|I;) (also dassel-
be AWP auf unterschiedlichen Intervallen) und daher stimmen y;, und y; audf I, N [; = I;
tiberein. Wir folgern |7, = y;|1, = y;. Zwischenbehauptung Ende.

Nun setze [ == (t_,t,) = Uj=, £; und definere

g:1—=R": = §(t):=yp() wobei k :=min{jeN:tecl} (599)
Beachte, dass fiir alle [ € N gilt

tel, =k <lundsomit g(t)= y,(t) (iln, ) () = ui(?), (600)

ngeh.
d.h. Q|IZ =Y. _
Behauptung. § ist eine nichtfortsetzbare Losung von (AW P|I). Dass § eine Losung
des AWP auf [ ist liegt daran, dass ¢[;, = y; und somit 16st § das Anfangswertproblem
auf I; fiir alle j € N, also auch auf I = Uj‘;l I;. Noch 7% g ist nichtfortsetzbar. Dazu:

Angenommen es gibe ein J = (o, §) 2 I und ein z € C(J; G) mit z|; = ¢ und

!/
A0 = J(t20) (e ) o0
z(to) = Yo

Beachte, dass 2| —b,t0+6) = Ul(to—bsto+b) = Yku, Wobei Letzteres gilt weil (y;)]to—b,t0+6) =
Yru- Dass bedeutet aber, dass die Losung zy,—p 5 an der Supremumsbildung in
teilnimmt. Man folgert § < ¢, Genauso nimmt die Lésung z(a++) an der Infimumsbil-
dung in teil. Es folgt, dass a > t_. Beides zusammen ergibt dann den folgenden
Widerspruch:

J=(a,B)C(t_,t;)=TCJ (602)
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4 N\

Wiederholung Satz [79 SATZ VON PICARD-LINDELOF II - LOKALE VERSION. Es
erfiille f € C°(I x G;R"™) eine lokale Lipschitzbedingung, sei ¢y € I und yo € G. Dann
gibt es eine eindeutige maximale Losung y € CH(I; G), (I C I,ty € I) von

{y’(t) = f(t,y(t))

y(to) = o (603)

Das bedeutet: y lost das o.g. Anfangswertproblem auf I und fiir jede weitere Losung
z € CYJ;G) (J C I offen, ty € J) von

{z’(t) = f(t,2(t) (teJ)

+(to) = 1o (604)

gilt J c I und z = y|.

(

Beweis. Es erfiille f € C°(I x G;R"™) eine lokale Lipschitzbedingung, sei t, € I und
Yo € G.

Existenz. Wir wissen bereits aus dem vorigen Beweis (von Satz n dass es eine nicht-
fortsetzbare Losung y € C(I; G) von

") = F(t,yt)) (el
y(to) = yo

gibt. Wir definieren I := I und behaupten, dass y eine maximale Losung ist. In der Tat,

sei z € CY(J;G) (J C Ity € J) eine weitere Losung von

{z’(t) = [(t,2(1) (teJ) (606)

z(to) = o

Nach dem Eindeutigkeitssatz (Satz [79) gilt z|f,; = yl|jn;- Wir nehmen an, dass J ¢ I,
d.h. auch TU J 2 I. Definiere nun

2 IUJ SR (t) = {ZE;; zij (607)

Da y und z auf IN.J iibereinstimmen ist Z wohldefiniert. Ferner gibt es wegen der Offenheit
von I N J keine Differenzierbarkeitsprobleme an Randpunkten von I bzw J. Man sieht
nun, dass Z|; = y und rechnet leicht nach, dass

{Z/(t) = [(t.2(t)) (teluJ) (608)

Z(to) = Yo
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Dies aber widerspricht der Nichtfortsetzbarkeit von .

Eindeutigkeit. Es seien 5 € C'(I;;G) und y, € C'(Iy; G) zwei maximale Losungen
desselben Anfangswertproblems. Wegen der Maximalidt von y; gilt I, ¢ I, und Y2 = y1l;,-
Wegen der Maximalitédt von y, gilt aber auch I 1 C fg und y; = Yol 7,- Wir folgern fl = fg
und y; = .

( )

Anmerkung 104. Im ersten Teil des Beweises haben wir gesehen, dass unter den Vor-
raussetzungen von Satz [79 jede nichtforsetzbare Losung bereits maximal sein muss. Dies
kann gut verwendet werden um zu zeigen, dass eine gegebene Losung maximal ist.

(. J

2.2 Die Maximale L6sung
2.2.1 Thematischer Uberblick

Es sei f € C%I x G;R") eine lokale Lipschitzbedingung erfiillend, ¢, € I und Yo € G. Wir
haben nun gezeigt, dass wir eine mazimale (= gréBtmogliche) Losung y € C'(I; G) (fiir ein
IClI)zu

y(to) = Yo

finden konnen.

Fragestellungen 105.
1. Unter welchen Vorraussetzungen ist die maximale Losung auf ganz I definiert (d.h.

I=1)

2. Falls [ C I: Was muss schiefgehen, dass sich die Losung nicht iiber I hinaus ver-
grofern lédsst?

" J

Wieder besprechen wir in diesem Abschnitt nur die Resultate, die die o.g. Fragen beantwor-
ten. Die Beweise machen wir spéter.

Zu Frage 2. Es sei etwa [ = (a,b) und I = (t_,t,) C I. Falls t, < b muss bei . etwas
passieren, was verursacht, dass sich die Losung nicht weiter fortsetzen lasst. Wir werden
sehen, dass im wesentlichen zwei Dinge schiefgehen kénnen

1. FEscape-Situation d.h. “die Losung verldsst G”, also liminf,, dist(y(¢),R™\ G) = 0.
2. Blow-Up-Situation, d.h. “die Losung explodiert”, also lim sup,,, |y(t)| = co.

Analoges passiert falls t— > a. Wir fassen diese Phénomene zu dem folgenden Satz zusam-
men

{ Satz 106. MAXIMALITATSDETEKTOR. Es erfiille f € CY(I x G;R") eine lokale Lipschitz—}
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bedingung. Sei ty € I,y9 € G. Es sei y € Cl(f; () die maximale Losung von

{y’(t) = ftyt) (610)

y(to) = Yo

Sei I = (a,b) und I = (t_,¢,). Dann gilt

1
ty =b oder ligltinf min {dist(y(t),R” \ G), W} = 0. (611)
Analog
1
t_=a oder h%ti,nf min {dist(y(t), R™\ G), W} =0. (612)

Hierbei verwenden wir die Konvention dist(v, {})) = oo fiir alle v € R™.

. J

Mithilfe der Funktion ¢ +— min {dist(y(t), R™\ G), m} lassen sich also die Endpunkte des

maximalen Existenzintervalls detektieren. AbschlieBend fithren wir noch folgende Sprechweise
ein

Definition 107. LINKS/RECHTSGLOBALITAT. Es erfiille f € C°(1 x G;R") eine lokale
Lipschitzbedingung. Sei ty € I,y € G. Es sei y € C'(I;R") die maximale Losung von

{y'm = flty®) (613)
y(to) = o
Sei I = (a,b) und I = (t_,t,). Dann heifit y

o [linksglobal, falls t_ = a,

e rechtsglobal, falls t, = b,

e global, falls y linksglobal und rechtsglobal ist.

(. J

Zu Frage 1. Wir wissen nun, was bei einer nicht-(rechts/links)globalen Losung passieren
kann: Entweder es gibt eine Escape-Situation oder eine Blow-Up-Situation. Unter gewis-
sen Voraussetzungen konnen beide Phénomene ausgeschlossen werden. Wir erhalten dann
Globalititskriterien, d.h. Voraussetzungen unter denen I = I gilt. Zum Beispiel das Folgen-
de

4 N\

Satz 108. GLOBALITAT UBER LINEARES WACHSTUM. Es erfiille f € C°(I x R™;R")
(d.h. G = R") eine lokale Lipschitzbedingung und es gebe ein ¢ € C°(I;R) mit c(t) > 0
fiir alle t € I so, dass

lf(r,2)] <e(r) 1+ |z2]) Vrel zeR" (614)
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Dann ist fiir alle ¢y € I und yy € R™ die maximale Losung y € Cl(f :R™) von

{y’(t) = f(t,y(t))

y(to) = 0 (615)

eine globale Losung, d.h. I=1.

. J

Zum Schluss noch eine kleine Erinnerung: Wir kennen bereits ein Globalitédtskriterium aus
Kapitel 2.1} Es besagt namlich der globale Satz von Picard-Lindelsf, dass eine globale Losung
existiert, sofern f € C°(I x R™; R™) eine globale Lipschitzbedingung erfiillt. Auf Ubungsblatt
10 werden wir sehen, dass in diesem Fall aber auch das Kriterium aus Satz erfiillt ist.
Um solche Globalitétskriterien herzuleiten, miissen wir das Wachstum von Lésungen verste-
hen. Ein entscheidendes Resultat in diesem Kontext wird das beriihmte Lemma von Gronwall
sein.

2.2.2 Der Maximalititsdetektor

Wiederholung Satz[L06] MAXIMALITATSDETEKTOR. Es erfiille f € C°(I x G;R") eine
lokale Lipschitzbedingung. Sei ty € I,y0 € G. Es sei y € C 1([ () die maximale Losung

von
y(to) = vo
Sei I = (a,b) und I = (t_,t,). Dann gilt
1
ty =b oder h%inf min {dist(y(t), R™\ G), W} = 0. (617)
Analog
1
t_=a oder ligltinf min {dist(y(t), R™\ G), W} = 0. (618)
Hierbei verwenden wir die Konvention dist(v, ()) = oo fiir alle v € R".

Beweis. Es sei 1 = (a,b) fiir —0o < a < b < oo, und seien I = (t_,t,) (- <ty < ty)
wie in der Aussage und y € C 1(f ; ) die maximale Losung des gegebenen Anfangswert-
problems. Wir zeigen nun, dass einer der Fille in (617]) zutreffen muss. Dieselbe Aussage
fiir zeigt man analog. Angenommen keiner der beiden Félle in Gleichung trifft
zu. Dann gilt insbesondere ¢, < b. Wéhle nun ein 6 > 0 so, dass t_ < ty — d. Definiere

h:[to—9,t,) — R durch A(t) := min {dist( (t);R™\ G),
ist dann liminf;,, h(t) > 0.

Zwischenbehauptung. Es gibt ein ¢ € (0,1) so, dass h(t) > ¢ fiir alle t € [ty — J,t4).
Dazu: Definiert man ¢ := liminf,y,, h(t) so gibt es ein 6 € (0,9) mit h(t) > 5 fiir alle
t € [ty — 0,t,). Mithilfe von Ubungsaufgabe 4 auf Blatt 10 sicht man: & ist (als Kom-

ORI t)| i } Laut unserer Annahme
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position stetiger Funktionen) stetig. Nach dem Satz von Weierstrafl gibt es dann ein
T € [to — 6,14 — 0] so, dass

min  h(t) = h(r) > 0, (619)

tefto—0,t+ —6]

wobei wir bei der letzten Ungleichung h(t) > 0 fiir alle ¢ benutzt haben (siche Blatt 8,
Aufgabe 9¢). Wir folgern

f(t) > min{f(7),%, 3} =1 Vte[to— 6 ty). (620)

Ende der Zwischenbehauptung. Das bedeutet nun, dass

dist(y(t),R"\ G) > ¢, >e Vteto—9,ty). (621)

ly(®)| +1

Beachte, dass

T e e sl (622)
Definiere nun die offene beschréankte Menge
0. :={z e R" : dist(z,R"\ G) > 3¢, |z] < 1} C G. (623)

(Beachte: Dass O. C G folgt aus der Tatsache, dass dist(z, R" \ G) > 0 impliziert, dass
z € G) Aus folgt, dass y(t) € O, fiir alle t € [ty — J,t,). Beachte nun auch, dass
O, eine kompakte Teilmenge von G ist. In der Tat: Da O, beschrinkt ist, ist O, sicher
kompakt und ferner gilt

O. C {z e R" : dist(2,R" \ G) > 1¢,]2| < 1} C G. (624)

Wiéhle nun t* € (t,,b) beliebig und definiere A := [to — §,t*] C I. Nach Proposition
gibt es ein L* > 0 so, dass

1f(7,21) — f(T,22)| < L*|21 — 20| V7 € AV2, 2 € O..

Insbesondere erfiillt f dann eine globale Lipschitzbedingung auf (to— 9, t*) x O.. Nach dem
Satz von Kirszbraun-Valentine (Satz[84) gibt es dann auch ein F' € C°((tg—d,t*) x R™; R")
so, dass I auf (to—0d,t*) xR™ einer globalen Lipschitzbedingung geniigt und F'|(;,—s¢)x0. =
[lito—s¢+)x0.- Nach dem globalen Satz von Picard-Lindelof hat

{z/(t) = F(t,z(t)) te€ (to—6,t%) (625)

z(to) = vo
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eine eindeutige Losung 2z € C*((ty — 4,t%)).
Behauptung. z|,-s:,) = y. Dazu geniigt es zu zeigen, dass y auf (to — d,t,) dasselbe
Anfangswertproblem lost. Dazu beachte, dass y(ty) = yo und fiir alle ¢t € (tg — 0,14)

/

y'(t) = ft,yt)) 4($)€0. (nach (@21)) F(t,y(t)). (626)
Ende der Behauptung.

Nun betrachte die Menge U := z71(0.). Diese ist offen, da sie das Urbild einer offenen
Menge unter einer stetigen Funktion ist.

Behauptung. Es gibt ein s € (t,,t*) mit (¢t — d,s) C U. Dass (to — d,t) C U folgt
daraus, dass fiir alle t € (ty — d,t,) gilt 2(t) = y(t) € O.. Nun gilt ferner ¢, € O., denn
2(t4) = limyyeo 2(t4 — 1) = limy 00 y(¢4 — +) und daher

dist(z(t4),R"\ G) = lim dist(y(t; — L),R"\G) > &> ¢ (627)
n—oo
sowie
2(t0)] = lm fy(. — B < Lo1< L, (625)
n—oo (621))

Somit ist also (to — d,t.] € U. Da U aber offen ist muss U auch eine offene Umgebung
von t, enthalten, woraus die Existenz von s > ¢, wie in der Behauptung folgt. Ende der
Behauptung. Nun setze

o) = {y@) tE (it (629)

z(t) t e (ty,s).
Behauptung. § € C'((t_, s); R") 16st das AWP auf (¢_, s). Dass § stetig differenzierbar

ist folgt direkt daraus, dass y und z auf ({9 — d,t,) {ibereinstimmen. Sicherlich gilt auch
J(to) = yo. Ferner haben wir, dass fiir t € (¢¢, s) gilt, dass

Z(t) = F(t, 2(t)) f(t,2(1)). (630)

(to,s)Cz=1(O¢)

Dies beweist die Behauptung. Nun folgt aus der Maximalitat von y dass (t_,s) C (t_, ;)
sein muss. Ein Widerspruch, da s > .

Beispiel 109. Betrachte das AWP

'(t) =14 y(t)?
y(0) =0

Beachte, dass die Funktion f : Rx R — R, f(7, 2z) = 1+ 22 eine lokale Lipschitzbedingung

erfiillt (da sie stetig diffbar ist). Man rechnet leicht (z.B. mit Separation der Variablen)

nach, dass y € C'((—%, 5); R?) gegeben durch y(t) := tan(t) eine Losung ist. Diese Losung

ist nicht fortsetzbar, da sie fiir ¢ — &7 unbeschréinkt wird. Daher muss es sich um die
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maximale Losung handeln, siche Anmerkung [104] Es gilt nun

lim y(t) = £oo. (632)

t—+7

Somit tritt an beiden Intervallgrenzen von I:= (=%, %5) eine Blow-Up-Situation auf.

(.

Beispiel 110. Betrachte das AWP

Yi(t) = =u1(t)° + ya(t)y2(t)* cosh(ya(t))
Yo(t) = —ya(t) — y1(t)*ya(t) cosh(ya(t)) - (633)
(41(0), 2 (0))T (1,17

BEHAUPTUNG. Das AWP besitzt eine eindeutige maximale Losung, definiert auf einem
Intervall I D [0, 00). ) A
BEGRUNDUNG. Die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung y € C'(I;R?), (I C
R,0 € I) folgt aus der Tatsache, dass die Funktion
3 2
) 2 2 (=2 + 2125 cosh(z,)
fRxR* =R f(r,2):= <_Z2 — 2225 cosh(z)

(634)

eine lokale Lipschitzbedingung erfillt (da sie stetig differenzierbar ist). Insbesondere ist
G=R2% Seinun [ = (t_,t;). %, : ty = oo. Angenommen ¢, < oo. Dann gilt nach Satz

[106] dass

1 1
lim inf ————— = lim inf min { dist(y(t), R* \ R?), ———— % =0 635
i g gt {408 VB, = 6

d.h
lim sup |y(t)| = oo. (636)

tTt4

Wir berechnen nun

S = S +12(6%) = 2 (1) + 205(0)0A0) (637)
= 21 () (=11 (1) + 11 (1) y2(t)? cosh(ya (1)) + 2ya(£) (—ya2(t) — va(£)?y2(t) Cosh(yz(t)<)6)38)
= =2y (t)* + 2u1 (t)?y2(t)? cosh(ya(t)) — 24 (t)* — 2u1(t)*y2(t)? cosh(ya(t)) (639)
= =2y (t)* — 212(t)* < 0. (640)

Damit ist ¢ — |y(¢)]* monoton fallend und daher |y(¢)|* < |y(0)]* = 12 4+ 1% = 2 fiir alle
t > 0. Dies widerspricht aber (636)). Unsere Annahme ist also falsch und wir erhalten
t+ = OQ.

.

90



2.2.3 Das Lemma von Gronwall

Im Folgenden sehen wir ein wichtiges Tool, welches benutzt werden kann um das Wachstum
von Losungen zu verstehen. Dies ist ein wichtiges Anliegen: Kénnen wir das Wachstum von
Losungen beschrianken, so konnen wir Blow-Up Situationen ausschliefen.

e N

Lemma 111. LEMMA VON GRONWALL. Es seien ug,ty,T € R, to < T und u,v €
C°([to, T); R) zwei Funktionen mit v(7) > 0 fiir alle 7 € [to, T| und

u(t) < up+ /tu(s)v(s) ds Vt e [to, T]. (641)

Dann folgt, dass
t
u(t) < ugexp ( / o(s) ds> Vit € [to, T]. (642)
to

Dieselbe Aussage gilt auch, wenn man [ty, T] durch [ty, T') ersetzt. In diesem Fall ist dann
sogar T' = oo zugelassen.

(.

(

Beweis. Es sei ¢ > 0. Definiere h. : [ty, T] — R (bzw. [ty,T) — R) durch

ha(t) = (1o + &) exp ( /t : o(s) ds) | (643)

Man rechnet leicht nach, dass h.(t) = h(t)v(t) fiir alle t. Daher gilt

he(t) = he(to) + /t h.(s) ds =wug+e+ /t he(s)v(s) ds. (644)
Definiere
S :=sup{t € [to,T] (bzw. [to,T)) :u(r) < h(1)V T E [to,t]}. (645)

Beachte, dass S > tg, da u, h, stetig sind und

to
u(to) < wg +/ u(s)v(s) ds =up <ug+e < h(ty). D.h. u(ty) < he(ty). (646)
(@) to ©)

Wir zeigen, dass S = T. Dazu: Angenommen S < T. Dann gilt u(S) = h.(S) und
u(s) < he(s) fur alle s € [ty, S]. Wir berechnen damit

S s
uw(S) < wup+ u(s) v(s) ds < wy +/ he(s)v(s) ds (647)
(641) to =~~~ to
<he(s)
S
<wug+e+ / he(s)v(s) ds — e o he(S) —e=u(S) —e. (648)
to
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Ein Widerspruch. Wir folgern also S = T'. Das bedeutet fiir alle ¢ € [t, T] (bzw. [to,T))

w(t) < ha(t) = (uo + ) exp ( /t:v(s) ds) | (649)

Léasst man ¢ — 0+ folgert man

u(t) < ugexp (/ttv(s) ds) Vt € [to, T] (bzw. t € [to,T)). (650)

| J

4 \

Korollar 112. LINEARE DIFFERENTIALUNGLEICHUNGEN. Es seien a,b € C°(I;R) mit
a(t) > 0 fiir alle t € I. Seien ty € I, yo € R. Es erfiille z € C'(I;R)

{z’(t) §< a(t)z(t) +b(t) (Vtel t>t) (651)

(to) < wo

Es sei ferner y € C*(I;R) die (nach Satz[20]und Anmerkung [21] existente und eindeutige)
Losung von

{y'(t) = a(t)y(t) +b(t) (te]) (652)
y(to) = Yo
Dann gilt z(t) < y(t) fiir alle ¢t € T mit t > .
[ Beweis. Es sei I = («, §). Beachte, dass )
(z—y)'(t) =2'(t) —y'(t) < a(t)z(t) +b(t) —y'(t) (653)
()2(t) + b(t) — (a(t)y(t) +b(t)) = alt)(z — y)(t). (654)

= a

Wir erhalten

(2= 9)(t) = (= — y)(to) + / (2 — y)'(s) ds < (=(to) — y(ts)) + / als)(z — y)(s) ds
(655)

<0+ / a(s)(z —y)(s) ds. (656)

to

Verwenden wir nun das Lemma von Gronwall (Lemma|l11)) mit ug = 0,7 = 5, u = (2 —y)
und v = a so folgern wir

(2= y)(t) <0 - exp (/tt a(s) ds) —0 VteltB). (657)
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LMan folgert z(t) < y(t) fiir alle t € [to, B). J

( )

Anmerkung 113. Setzt man die Lésungsformel von Satz Anmerkung [21] ein, so kann
man (mit der Notation von Korollar [112)) die Ungleichung “z(t) < y(t)” noch expliziter
ausdriicken. Man folgert: Sind a,b € C°(I;R) mit a(t) > 0 fiir alle t € I und ist

z € CYI;R?) so, dass {Zl(t) alt)z() + (1) (t€ ) (658)

<
z(to) < %o

Dann folgt fiir alle t € It > t(, dass

2(t) < e(t) (yo + /t: % ds) wobei e(t) := exp ( /t:a(s) ds) . (659)

(. J

Wir haben also eine Mdoglichkeit gefunden um das Wachstum von Losungen zu be-
schréanken.

Beispiel 114. Betrachte das Anfangswertproblem

() = 1a(t) + tya(t)°y (1)
Ya(t) = yu(t) — ty2 ()1 (1) (660)
(¥1(0),2(0))" = (1,2)"
3.2
Da f: R xR* - R? f(7,2) := (22 +:_i%’;) eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt
1= TZ3%

existiert eine eindeutige maximale Losung auf einem offenen Intervall I cRmit0 €l
BEHAUPTUNG: I D [0,00). Angenommen [ = (¢_,t,) fiir ein ¢, < oo. Dann gilt nach
Satz (mit G = R?), dass eine Blow-Up-Situation auftreten muss, d.h.

lim sup |y(t)| = oo. (661)

tTt4

Wir berechnen nun

CIWOP = S0 +3(07) = 20 )A(0) + 2(0)05 (1) (662)
= 200 () (8) + 2031 (1)) + 200(0) 0 (0) — 1P (1)") (663)
= 2y1(t)y2(t) + 2ty2 ()11 (1) + 200 (H)yn (1) — 2tya(t) 0 (1) (664)
= an(0a(0) < 4 (502 + Je(0) =20, (665)

wobei wir im vorletzten Schritt die elementare Ungleichung zix, < %m% + %x% fir alle
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r1, 79 € R verwendet haben. Somit erfiillt 2(¢) := |y(¢)|* die Differentialungleichung

{z’(t) <2:(t) (tel) (666)
<5

(wobei der Anfangswert durch z(0) = |y(0)|*> = |(1,2)]* = 12 + 2% = 5 begriindet ist). Mit
Korollar und (659) gilt

2(t) <e(t)- (5+0) wobei e(t) =exp (/Ot 2 ds) = (667)

Das bedeutet z(t) = |y(t)|*> < 5e? fiir alle t € [to,t,), d.h. insbesondere |y(t)| < v/5et.
Nun gilt aber (zusammen mit (661))

0o = limsup |y(t)] < limsup Vet = V5elt < oo weil £, < 0. (668)
ey ity

Ein Widerspruch.

(. J

2.2.4 Ein Globalitiatskriterium

~

Wdh. Satz GLOBALITAT UBER LINEARES WACHSTUM. Es erfiille f € C°(I x
R™R") (d.h. G = R") eine lokale Lipschitzbedingung und es gebe ein ¢ € C°(I;R) mit
c(t) > 0 fiir alle ¢t € I so, dass

lf(1,2)] <e(r) 1+ |z2]) Vrel zeR" (669)

Dann ist fiir alle ¢ty € I und yo € R" die maximale Losung y € C 1(f ;R™) von

{y'<t> = f(t,y(t))

u(to) = 1o (670)

eine globale Losung, d.h. I=1

Beweis. Es sei I = (a,b) und I = (t_,t,). Angenommen t, < b. Dann gilt nach dem
Maximalititsdetektor (mit G = R"), dass limsupy,, |y(t)| = oo. Nun gilt auch fiir alle
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t e [to,ty)

ly(6)] = y(t) — y(to) + yol < [9(t) — y(to)] + lyol = / () ds (671)
_ ol + / (s, (s) sé|yo\+ /t:c<s><1+\y<s>r> s (672)

~ ol + / ) ds + / 9()lels) ds < o] + /0”c<3>d3+ /t:\y<s>|c<s>ds

(673)

Daher lasst sich das Lemma von Gronwall (Lemma [111) anwenden mit wy = |yo| +
ft Yds, T :=ty, v(s) :=c(s) und u(s) := |y(s)|. (Beachte, dass up € R weil ¢ auf dem
kompakten Intervall [tg, 4] C I beschrankt und somit integrierbar ist). Wir erhalten

HEE / e ds ) o / d9ds) Welut)  (on)

Betrachten wir limsup,,, so erhalten wir den Widerspruch

o =tmsup (0] = (Il + [ ety as)oo ([ etsas) <o om)

Dies zeigt t; = b. Um zu zeigen, dass auch ¢t = a geniigt es zu beobachten (siehe Blatt
11 Aufgabe 4), dass z : (—t,, —t_) — R", gegeben durch z(t) := y(—t) maximale Losung
ist von

(676)

mit f : (=b, —a) x R" — R™, f(r,2) := —f(—7, 2) ist. Die Funktion f € C°((—b, —a) X
R™; R™) erfiillt nun auch Wachstumsabschétzung (mit &(s) := ¢(—s)). In der Tat:

f(r2) == f(=r2)| = f(=r,2)| S c(-1)(L +|2]) VT €R,z€R" (677)

Mit der vorhin bewiesenen Rechtsglobalitéit der maximalen Losung schliefen wir dann
—t_=—a,dh.t_=a.

.

Beispiel 115. Wir betrachten das Anfangswertproblem

{y'<t> =1+ 1y/T+y(0)? (678)

y(0) =1

Die Funktion f € C%R x R;R) gegeben durch f(7,2) := 7% + 7/1 + 22 erfiillt keine
globale Lipschitzbedingung. Denn wiirde f eine globale Lipschitzbedingung erfiillen, so
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ware fiir ein L > 0
L=L|1—0|>|f(r,1) = f(r,0)] = (V2= 1)|7| VreR. (679)

Ein Widerspruch. Wir behaupten, dass trotzdem auf I =R eine globale maximale Losung
existiert. Dazu benutzen wir, dass V1 + 22 < 1+ |z|, wie man leicht durch Quadrieren
sieht, denn 1+ 22 <1+ 2|z| + 2% < (1 + |2])% Somit gilt

[f(r.2)] < 7P+ I7IV1+ 22 < 7P+ [7] (1 + |2]) (680)
<IrPA+ D+l + 2l) = (7P + 17D+ [2]) = e(m) (1 + [2]),  (681)

wobei ¢ € C°(R; R) mit ¢(7) := |7| + |7|?. Damit sind die Vorraussetzungen von Satz[10§
erfiillt und wir folgern die Behauptung.

(. J

Beispiel 116. Wir betrachten das Anfangswertproblem

{y'<t> =12+ tlog(1 + y(1)?)
y(0) =1 ’

dh. f e COR x R,R) mit f(7,2) = 7> + 7log(1 + 2?), (welche offensichtlich eine loka-
le Lipschitzbedingung erfiillt). Wieder behaupten wir, dass I = R. Wir verwenden die
Bernoulli’sche Ungleichung log(w) < w — 1 fir alle w > 0. Mit dieser schétzen wir ab

(682)

1
0 < log(1+2%) = 2:5 log(142?%) = 2log V1 + 22 < 2(V1 + 22—1) < 2V1 + 22 < 2(1+]z|).
(683)
Somit gilt
[f(r,2) < |7 + |7l log(1 + 2%)| < |7* +2|7|(1 + |2]) < (I7* + 2|7 ) (1 + [2]).  (684)

Mit ¢(7) :

(7) == |7]* 4 2|7| sind dann wieder die Voraussetzungen von Satz erfiillt und es
folgt I = R.

2.3 Lineare Differentialgleichungen - Teil 2

In diesen Abschnitt wenden wir die Erkenntnisse dieses Kapitels auf lineare Differentialglei-
chungen (mit nicht zwingend konstanten Koeffizienten) an

DGL-Typ 117. Es sei K € {R,C}. Ein lineares homogenes DGL-System ist von der
Form

y(t)=Aly(t) (tel) (685)
wobei A € C%(I; K™*") ist. Gesucht werden Losungen y € C1(I; K").

Eine Erinnerung wir bezeichnen die allgemeine Losung einer solchen DGL mit

L:={ycCYIL;K") :y(t) = A(t)y(t) Vt € I}. (686)
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4 A

Anmerkung 118. Im Folgenden werden wir alle in Kapitel 2 bisher besprochenen Sétze
(ausgenommen Sektion auch fiir Systeme in C" verwenden (obwohl wir sie nur fiir
R™ bewiesen haben). Man kann sich leicht klarmachen, dass man mit der Identifikation
C" ~ R?" alle in diesem Kapitel bewiesenen Resultate auf C" iibertragen kann.

| J

~

Proposition 119. Es sei A € C°(I; K™"). Dann hat fiir alle ¢, € I und yo € K hat das
Anfangswertproblem

{y'<t> = AWy() (687)

y(to) = yo
eine eindeutige globale Losung y € C°(I; K"), d.h. I=1.

. J

~

Beweis. Die Funktion f : I x K® — K" definiert durch f(r,z) := A(7)z erfiillt nach
Proposition sicherlich eine lokale Lipschitzbedingung. Somit gibt es eine eindeutige
maximale Losung. Die Globalitdt zeigen wir mit Satz Hierfiir verwenden wir die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, d.h. fiir alle v, w € K™ gilt

S v < (ZW) (Z !ka)- (688)

j=1 k=1
Wir schreiben nun A(t) = (ay;(t))ij=1,.» mit a;; € C°(;K) und 2z = (21, ..., 2,)7 und
berechnen die i-te Komponente

(v, ) < [*lw]?,  d.h.

fir,2) = (A(7)2); = Z ai;(7)z;. (689)

Dazu berechnen wir fir 7 € I und z € K®

=D ai(n)z

i=1 | j=1

i=1

=
B

= |ai; (T Z |2k]* = Z |ai; (T)[? 2] <

2,7=1

IS

&,
Il
-
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Mit ¢(7) := \/Zijl la;;(7)|? ist Satz |108] anwendbar und die Globalitédt der maximalen
Losung folgt.

4 N\

Satz 120. DIE FUNDAMENTALMATRIX. Es sei A € C°([; K™*") und sei die DGL y/(t) =
A(t)y(t), (t € I) gegeben. Dann gibt es eine Abbildung M € C'(I; K"*") so, dass M(t)
invertierbar fiir alle t € I und

L= {ye CYL;K"):y(t) = M(t)c fiir ein ¢ € K"}. (693)

(. J

~

Beweis. Wihle t; € I beliebig. Es seien ey, ..., e, die kanonischen Einheitsvektoren in K”.
Es sei y; € CY(I; K") die eindeutige Losung zu

) = A(t)y;(t tel
yi(to) = €
(Diese Losung y; existiert nach Proposition auf ganz I).

Zwischenbehauptung. Fiir alle t; € [ ist {yi(t1),...,yn(t1)} C K™ linear unabhéngig.
Dazu: Seien Ay, ..., A\, € K mit

fj Agi(t) = 0 (695)

Z: M = ... = X\, = 0. Definiere z : I — K" durch z(¢) := >, \iy;(t). Dann gilt
z e CH(I; K”) z(t;) = 0 und

=2 i) Z AA(8)yi(t (Z Aigi(t ) (£)=(2). (696)

Das bedeutet, dass z die Losung des Anfangswertproblems

{z’(itl)) :: 1;1(75)2’(75) (697)

ist. Jedoch ist auch z : I — K", Z(t) := 0 eine Lésung des Anfangswertproblems in ([697)),
wie man leicht nachrechnet. Aus der Eindeutigkeit folgt also z = 0 und somit auch

n

0=z t() Z /\zyz to Z /\iei = ()\1, ceny )\n)T (698)

=1

Wir folgern A\ = ... = A\, = 0, was zu beweisen war. Ende der Zwischenbehauptung.

Definiere nun fir ¢t € 1
M(t) == (y1 ()] |yn(t)) € K", (699)
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Da nach der Zwischenbehauptung die Spalten {y;(t), ..., y»(¢)} linear unabhéngig sind, ist
die Matrix M (t) invertierbar (denn sie hat ja dann vollen Rang). Wir zeigen nun, dass
jede Losung y € L von der Gestalt y(t) := M(t)c ist. Es sei dazu y € L eine Losung.
Definiere ¢ := y(to). Das bedeutet y 16st

{y'<t> = A(tyy(t) (tel)

y(to) = c ' .

Wir zeigen: y(t) = M(t)c fiir alle ¢ € I. Definiere dazu (t) := M(t)c. Es gilt

y(t) = M(t)e = M(t) (Z Ci6i> = Zci(M(t)ei) = Z civi(t), (701)
(da M (t)e;= i—te Spalte von M (t) = y;(t)). Nun gilt g(to) = >, civi(to) = Doy cie; = ¢
und

70 = cllt) = Y el = AW (Z cz-yxt)) — AW, (02)

Das bedeutet also
y(t) = A(t)y(t tel
y(to) = ¢
Dies und ([700|) zeigen, dass y und § dasselbe AWP l6sen. Eindeutigkeit (s.[119)) impliziert
y(t) = §(t) = M(t)c. Damit ist gezeigt, dass L. C {y € C'(I; K™ : y(t) = M(t)c fiir einc €
K"} Die andere Inklusiuon iiberlassen wir den Lesenden als Ubungsaufgabe.

|\ J

Eine Abbildung M wie aus dem vorigen Satz werden wir Fundementalmatriz nennen.

~

Definition 121. Es sei A € CY(I; K™") und sei die DGL ¢/(t) = A(t)y(t), (t € I)
gegeben. Eine Abbildung M € C*(I; K™*") heifit Fundamentalmatriz, falls

e M(t) invertierbar fiir alle t € [

o L={ycCI;K"):y(t) = M(t)c fiir ein c € K"}.

. J

Korollar 122. Es sei fir A € C°([;K™") die DGL y/(t) = A(t)y(t), (t € I) gegeben.
Dann ist L ein K-linearer Unterraum von C'(I; K") der Dimension n.

(. J

'd )

Beweis. Dass LL ein Unterraum ist, rechnet man leicht nach. Nun zur Dimension. Wahle
eine Fundamentalmatrix M € C*(I; K") (welche nach Satz existiert). Die Abbildung
® : K* — L gegeben durch ®(c) := (t — M(t)c) ist aufgrund der Definition von M
eine surjektive Abbildung. Wir zeigen: ® ist auch linear und injektiv. Zur Linearitéit: Fiir
A€ Kund ¢, € K" gilt

Dler + Aea)(t) = M(E)(er + Aea) = (M(E)er) + AM(B)ea) = Bler)(£) + AB(e2)(1). (704)
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Zur Injektivitat: Ist ®(cq) = P(cz) so gilt M(t)e; = M (t)es fir alle ¢ € I. Da M (t) aber
Invertierbar ist, gilt ¢; = ¢o. Alles in Allem ist ® eine bijektive lineare Abbildung zwischen
L und K". Es folgt

dim(L) = dim(K") = n. (705)

| J

~

Korollar 123. Es sei A € CY(; K™") und M € C'(I; K™*") eine Fundamentalmatrix
fiir die DGL 2/(t) = A(t)z(t), (t € I). Dann ist die eindeutige Losung von

{y'm = A(tyy(t) (tel)

y(to) = w0 (706)

gegeben durch y(t) = M(t)M (to) yo

Beweis. Da y die DGL 16st gibt es ein ¢ € K™ mit y(t) = M (t)c. Nun gilt

M(to)e=y(to) =yo = c=M(to) 'y = y(t) = M(t)e= M(t)M(to) 'y
(707)

| J

N\

Lemma 124. Es sei A € CY(I; K™ ") und y/(t) = A(t)y(t), (t € I) gegeben. Ferner sei
M € CY(I;K™") eine Fundamentalmatrix. Dann gilt

1. M'(t) = A(t)M(t)
2. L(det(M(t))] = tr(A(t))det(M(1)).

Hierbei ist fiir eine Matrix B = (b;;) j=1,..n € K"
tr(B) := Z bj; die Spur von B und det(B) die Determinante von B. (708)
j=1

Beweis. Zu 1. Es seien ey, ..., e, die kanonischen Einheitsvektoren in C". Definiere y;(t) =
M (t)e;. Dann ist y; € L. Mit dieser Info berechnen wir

DM (e = (1) = Alty(t) = A M(Be. (700)

M'(t)e; = —
( >6 dt Yy, €L

Das bedeutet die i-te Spalte von M’(t) stimmt mit der i-ten Spalte von A(t) M (t) iiberein.
Dai € {1,...,n} beliebig war, stimmen M’(t) und A(¢)M (t) vollends iiberein.
Zu 2. Es sei M = (m; ;(t)); ;. Wir wissen aus “1.”, dass

n

ml () =Y am(t)m(t). (710)

k=1
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Es seien my, ..., m,, € C*(I;K") die Zeilen von M, d.h.
M(t) = : . (711)

Wir berechnen nun mit der Leibniz-Formel aus der linearen Algebra, dass

det(M (1)) = 3 sgn(@) [ [ oo (0 (712)

oESy

wobei S, die Menge aller Permutationen von {1,...,n} bezeichnet und sgn(o) ist das
Signum einer solchen Permutation. Nun berechnen wir

%[det(M(t))] = Z Sgn(a)% Hmw(i) (t) = Z sgn(o) Z ( H mi,a(i)(t)> m (1)

oESH gESy 7j=1 i=1,i#j

(713)

> sgn(o) Z ( H 'mi,g(i)(t)) (Z ajk(t)mk,g(j)(t)> (714)

€S j=1 \i=1,i#j k=1
= ap(t) > sgn(o) ( 1T miew (t)) My o) (1)- (715)
4 k=1 g€Sy i=1,i#j
Man beobachtet nun:

(1)
n mij—1(t)

> sgn(o) | [ muewy(®) | mie(t)=det | mi(t) | (716)
ocESh i=1,i#j ijrl(t)
i (t)

Falls k # j, so kommt die Zeile my(¢) in der Matrix zweimal vor und die Determinante ist
damit Null. Falls £ = j, so steht auf der rechten Seite von ([716|) wieder det(M(t)). Somit
haben wir

%[det(M ()] =Y am(t) ) sen(o) ( II mzpa(i)@)) Mio()(8) = Y ag;(t)det(M(1))

jk=1 o€S, i=1,i#£j j=1

(717)

und die Behauptung folgt.

Als néchstes wenden wir uns der Bedeutung des Ausdruckes ¢ — det(M(t)) zu.
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Korollar 125. Es sei A € CO(I; K™ ") und /(t) = A(t)y(t), (t € I) gegeben. Ferner sei
M € CY(I;K™") eine Fundamentalmatrix. Dann gilt fiir alle ¢,¢y € [

det(M(t)) = det(M (ty)) exp (/ tr(A(s)) ds) . (718)

to

Beweis. Folgt sofort mit dem vorigen Lemma und Satz

Definition 126. Es sei A € C°([;K™™) und (DGL) v/(t) = A(t)y(t), (t € I) gegeben.
Ferner sei M € C*(I; K™ ") eine Fundamentalmatrix. Wir nennen w : I — R", w(t) :=
det(M(t)) eine Wronski-Determinante fur (DGL).

J

Wir werden in den Ubungen (Aufgabe 2 Blatt 12) aufkliren, dass die in Definition |50] defi-
nierte Wronski-Funktion auch eine Wronski-Determinante ist. Eine Formel fiir die Wronski-
Funktion (die man auch aus herleiten konnte) hat uns in Kapitel 1 wesentlich dabei
geholfen, die allgemeine Losung von DGLs der Form y” (t) +a(t)y'(¢t) +b(t)y(t) = 0 zu finden.

2.4 Wohlgestelltheit

Ein Problem nennt man wohlgestellt (im Sinne von Hadamard) wenn
(a) stets eine Losung existert,
(b) Losungen eindeutig sind,
(c) Losungen stetig von den Input-Daten abhéngen.

Fiir Anfangswertprobleme haben wir bereits iiber (a),(b) gesprochen. In diesem Abschnitt
soll es um (c) gehen. Die “Input-Daten” fiir ein Anfangswertproblem sind hierbei die An-
fangswerte (to,yo) € I x G. Ein erstes Resultat dazu:

e N

Satz 127. STETIGE ABHANGIGKEIT - 1. Es erfiille f € C°(I x R™;R") eine globale
Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante L > 0. Ferner seien y,z € C'(I;R") die
eindeutigen Losungen zu

{y'(t) = f(t,y(t) (tel), (719)
y(to) = Yo-
und

Loz e
Dann gilt

ly(t) — 2(t)] < elt=tol|yy — 20| WVt eI (721)
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Insbesondere gilt fiir alle J = (a, b) beschrénkt mit J C I

d(y, z) < """ dga(yo, 20). (722)

(. J

' )

Beweis. Es seien y und z wie in der Aussage. Wir zeigen (721|) nur fiir t € I,t > t3. Der
Fall ¢ < ty funktioniert wie in Satz “durch Umkehr der Zeitrichtung”. Wir definieren
firtel

u(t) = ly(t) — =(t)|. (723)

Auch definieren wir T':=sup I € RU {oo}. Nun gilt fur ¢ € [ty,T)

olt) = 1) = =0 = | (s + / J6as) = (a+ / /(5)as) (124)
o+ [ (W) — 2()) ds| < o — 20| + /t:<y’<s>—z’<s>> s (725)

< Jyo— 20| + / 1/ (s) — 2/(s)] ds 90 — 20| + / F(s,5(s)) — £(5, 2(s))] ds.
(726)

Da f eine globale Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante L > 0 erfiillt erhalten wir

¢ ¢
1)< |yo— 2|+ [ L — ds = - —l—/ - L ds. 727

ult) < oo~ ol + [ Liv(s) = =(a)l ds = )+ [ u)-Las 20

Nun verwenden wir das Lemma von Gronwall mit ug := |yo — 20| und v(s) := L (fir alle

s € [tg, T)). Daher haben wir fiir alle t € [ty,T)
¢
u(t) < ugexp </ L ds) = |yo — zoleP ). (728)
to

Nun folgt (721)) mit (723). Auch folgt (722) direkt aus ((723):

d(y, z) = sup|y(t) — 2(t)] < sup (lyo — 20le™ ™) < |yo — z|e"*. (729)
ted tedJ t,to€J,J=(a,b)

~

Anmerkung 128. Es erfiille wie vorher f € C°(I x R™;R") eine globale Lipschitzbedin-
gung mit Lipschitzkonstante L > 0. Betrachte die Abbildung ¥ : R™ — CP(J;R™) mit
folgender Eigenschaft: WU(y) ist stets die eindeutige Losung zu (719) mit Anfangswert yq.

Gleichung (722)) besagt dann
dg) (\If(yo), \I/(Z())) S 6L(b_a)an (yo, Zo) \V/y(), 20 € R"™. (730)

Man sieht mit dieser Gleichung leicht, dass ¥ eine stetige Abbildung zwischen R™ und
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LC’Z?(J; R™) ist. J

Wir wollen nun die Vorraussetzung der globalen Lipschitzbedingung abschwéchen. Hierzu
definieren wir zunéchst die Flussabbildung.

4 )

Definition 129. FLUSSABBILDUNG. Es erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitzbe-
dingung. Fiir tp € I und yo € G sei [ (to,yo) das Existenzintervall der maximalen Losung
y € C'(I(to, yo); R") von

{y%t)Zaf@,y@)) (731)

y(to) = yo
Firtoe l,yo € Gund t € I (to, yo) definieren wir die Flussabbildung
D(¢, (to, yo)) == y(t) (732)

wobei y wie in ([731)) ist. Es gilt also

Blto, (f0,0)) = g0, und L0 (fo,0)) = S0P (o)) (783)

|\ J

Wir wollen zeigen, dass ® stetig in (to, o) ist. Ein Problem gibt es aber hierbei: Da I(to, o)
von (to, o) € I x G abhéngt, ist es a priori unklar, wie die Abbildung (¢, yo) — (¢, (to,v0))
fiir ein festes ¢ zu betrachten ist.

e N

Satz 130. STETIGE ABHANGIGKEIT - II. Es erfiille f EAC’O(I x G;R™) eine lokale
Lipschitzbedingung. Es seien (to,yo) € I X G, € > 0 und t € I(to,yo). Dann gibt es 6 > 0
so, dass fiir alle (t1,y1) € I x G mit |(t1,y1) — (Lo, %0)| < § gilt, dass

~

t€l(t,yr) und |O(L, (tr,51)) — (2, (to, yo))| <& (734)

(. J

Wir beweisen an dieser Stelle nur eine leicht schwéchere Version, ndmlich nur den Spezialfall
tl = to.

~

Satz 130a. Es erfiille f € CY(I x G;R™) eine lokale Lipschitzbedingung. Es seien (g, yo) €
IxG,e>0undt € I(ty,yo). Dann gibt es § > 0 so, dass fiir alle y; € G mit |y; —yo| < ¢
gilt, dass

A

t € I(to,y1) und |®(t, (to,y1)) — P(L, (to,v0))| < e. (735)

. J

( )

Beweis. Es sei I = (a,b), t € I(ty,yo) und € > 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
nehmen wir an, dass t > 3. Der andere Fall geht ganz analog. Definiere

= {®(s, (to,y0)) : s € [to,t]} C G. (736)

Beachte: Da [tg,t] > s +— ®(s, (to,y0)) € G eine stetige Abbildung ist und [¢y, ¢] kompakt
ist, ist I" eine kompakte Teilmenge von G. Wihle nun (Gj)ren eine Folge von beschréankten

104



(offenen) Gebieten mit Gy, C Gy, G, C G und Ui~ , Gk = G. Dann gilt auch
rclaG (737)
k=1

Nach dem Satz von Heine-Borel gibt es eine endliche Teiliiberdeckung und daher finden
wir ein kg € N mit

ko
rc|JGe=0au, (738)
k=1

wobel wir fir die letzte Gleichung_benutzt haben, dass und Gj C Gj.1. Beachte: da
Gy, C G kompakt ist, gibt es 2* € G, mit

inf dist(z,R"\ G) = dist(z",R" \ G) =: 0 > 0. (739)

mGGkU
Ferner gibt es (wegen der Offenheit von Gy,) auch ein n € (0,0) so, dass
I, :={r e R" : dist(z,T') < n} C Gy,. (740)

(In der Tat: Falls es ein solches 77 > 0 nicht gibt, so findet man fiir alle n € N ein z,, € cho
mit dist(z,,T') < L. Da I' beschréinkt ist, ist auch (z,)nen beschrinkt und hat deswegen
eine konvergente Teilfolge. Sei etwa & deren Grenzwert. Da Ggo abgeschlossen ist, ist
T € G. Es muss aber auch dist(z,I') = 0, d.h. £ € I, gelten! Daraus folgt z € I' N cho,
was ([737)) widerspricht.)

Da nun [tg, t] x Gy, C I x G kompakt ist, gibt es nach Proposition |83/ ein L > 0 so, dass

‘f(Tu Zl) - f(T7 Z2)| < L’zl - 22| VT € [t07t]7 vzla Zp € G_ko' (741)
Wihle nun 6 > 0 so, dass
§<n und der) < min{Z e}. (742)

Sei nun y; € G mit |y; — yo| < 0. Beachte: Dann ist y; € Gy, denn yo = (o, (to,40)) € T
und daher
dist(y1, 1) <|y1 —wo| <d <. = w1 €, CGy. (743)

Sei ferner I(to, y1) == (t_(to, 1), t+ (to, y1)).
Ty, ==sup{s € [to, t4(to,v1)) : ©(7, (to,y1))) € G, fiir alle 7 € [to, s]}. (744)

Beachte, dass T}, > to, denn ®(to, (to,y1)) = 11 € Gy, und Gy, ist offen.
Zwischenbehauptung 1. T, = b oder T}, < ti(to,y1). Denn ware T, = t;(to,y1) < b
so wiirde nach dem Maximalitdtsdetektor (Satz [L06|) gelten

lir%lTinf dist(®(s, (to,v1)); R"\ G) =0 oder limsup |P(s, (to,y1))| = 0. (745)
STy 1Ty,
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Da jedoch ®(s, (tg,11)) € Gy, fiir alle s € [to, T), haben wir

dist(® (s, (to,v1)); R"\ G) > 6 Vs € [to,Ty,). (746)
39

was den ersten Fall in (745]) ausschliet und

[P (s, (to, y1))| < max [x] Vs € [to, Ty,) (747)

z€GK

was den zweiten Fall in (745)) ausschlieit. Ende der Zwischenbehauptung.
Zwischenbehauptung 2. t < T),. Falls T}, = b ist diese Behauptung klar. Andern-
falls (also falls T, < ti(to,y1)) ist etwas zu zeigen. Beachte: In diesem Fall ist die

Auswertung ®(7),, (to,y1)) wohldefiniert und es gilt (wegen der Wahl von 7)), dass
O(T,,, (to,y1)) € OGk,. Angenommen es gilt T;, < t. Dann berechne fiir alle s € [ty, T},)

(s, (to, y1)) — (s, (to, %0))| (748)

gt / F(r @ (r, (fo, 1)) dr — g0 — / o ®(r (o)) dr| (749)
Y / (007, (o, 51))) — £, B(r, (to, 30)))] dr (750)
< ly1 — yol + / F (7 (o, 5))) — F(r. B(r, (Fo,30)) (751)

Wegen (738) und (744) sind ®(7, (to,y1)), ®(7, (to,y0)) € Gy, fiir alle 7 € [ty,T,,) und
daher folgt mit (741))

[D(s, (to,y1)) — (s, (to, Y0))| < |y1 — Yol + /S L|®(7, (to,y1)) — (7, (to,yo)| d7.  (752)

to

Mit Gronwall’s Lemma (Lemma [111)) folgt

’(I)(Sa (t07y1)) - (I)(Sv (tovyo)” < ’yl - y0|eL(S_t0) Vs € [tO?TZh)' (753)

Wegen der Stetigkeit gilt diese Gleichung auch fiir s = T},,. Dann ist (falls |y3 — yo| < 9)

O(T,,, (to,y1)) — ®(T,,, (to, < gy — yolePTn—t) < gellito) 1 754
|D(Ty,, (to, y1)) — ©(Tyy, (B0, y0))| < 41 — ol = 5 (754)

Weil T,, <t ist nach (736)) ®(7},, (to,%0)) € [' und somit gilt
dist(®(Ty,, (to, 41)), T) < (T, (o, y1)) — (T, (o, 90))| < 3 (755)

Das impliziert, dass ®(7},, (to,v1)) € I') C G,. Ein Widerspruch zur Wahl von T}, denn
O(T,,, (to,11) € 0Gk, (und Gy, N Gg, = 0. Es folgt t < T,,. Ende der Zwischenbe-
hauptung.

106




Wir zeigen nun, dass ¢ € [ (to,y1). Im Fall, dass T},, = b gilt auch ¢, (tp,y1) = b und somit
t<b=ty(to,y1), d.h.t € I(to,y1). Im Fall T,, < t,(to,y1) gilt nach Zwischenbehauptung
2, dass t < Tj, <ty (to,1n), d.h. t € I(to,y1). In jedem Fall folgt ¢t € I(ty,y;) und t < T,,.
Ferner ist es zuléssig (da t € [to, T},)), (753) mit s =t auszuwerten und man erhélt

|D(t, (to, 1)) — (L, (o, yo))| < [y1 — yole™ 7 < ger o) < (756)
@)

(Beachte: Theoretisch haben wir die Berechnung in (748]) bis (753) nur im Fall T, <
t4+(to, y1) gemacht. Fiir den Fall T}, = b konnen wir die Berechnung aber genauso wieder-
holen und daher auch (753)) verwenden.) Die Behauptung ist gezeigt.

Bonusmaterial. Im Folgenden wollen wir kldren, wie man Proposition [130| auch mit
t1 # to beweisen kann, d.h. wir vervollstdndigen den Beweis von Proposition [130h. Fiir die
kommenden Ausfithrungen benétigen wir

Wiederholung Anmerkung[101] Essei f € C(IxG;R"), ty € I und yo € G. Sei v > 0
mit [to,to+a) C [ und R > 0 mit Br(yo) C G. Sei M := Sup, \c o o+a)xBrio) | (T 2)] <
00. Ist a := min{«a, Miﬂ} und die Funktion y € C'((tg—4,tg+a); R"™), (§ > 0), eine Losung

{y’(t) = f(ty(®) te(ts—dto+a) (757)

y(to) = Yo

so gilt y(t) € Br(yo) fiir alle t € [ty, to+a). Spiegelbildliches ldsst sich in (tg — a, to] zeigen.

J

N\

Lemma 131. Es erfiille f € C°(I x G;R") eine lokale Lipschitzbedingung. Sei (t1,y1) €
I x G. Sei a > 0 so, dass [t1,t1 + ) C I. Sei R > 0 mit Bg(y1) C G. Definiere

M = sup |f(7,2)| € RU{c0} (758)

(T,Z)E [tl it +a) xBRr (yl)

~

und a := min{a, Miﬂ} (mit der Konvention R/oo = 0). Dann gilt [t1,t, +a) C I(t1,v1)
und

O(t, (t1,1)) € Brlyr) Vte€ [t +a). (759)

. J

'd )

Beweis. Es seien a > 0, M und a > 0 definiert wie in der Aussage. Falls M = oo ist
nichts zu zeigen, denn dann gilt [¢t1,¢; + a) = 0. Nehmen wir also an, dass M < oc.
Es sei I(ty, y1) = (t_(t1,91),t=(t1,1)). Wir zeigen jetzt, dass t; + a < t.(t;,y1). In der
Tat: Nehmen wir fiir einen Widerspruch an, dass t(t1,y1) < t1 +a. Dat — (¢, (t1,11))
eine maximale Losung einer DGL ist, kann man den Maximalitdtsdetektor (Satz
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anwenden und folgert

liminf dist(®(t, (t1,11)),R"\ G) =0 oder limsup |®(¢, (t1,11))] = 00.  (760)

sy (t1,51) tt4(f1,91)

Auf der anderen Seite ldsst sich Anmerkung m mit & := t, (t,y1) — t1 anstatt o anwen-
den. Das bedeutet: Fiir @ := min{&, Miﬂ} = min{@, a} = & folgt

O(t, (t1,11)) € Br(yr) Vte[ti,ti+a) = [t1,t1 + &) = [t t1(t1,y1)). (761)

Da Bg(y1) beschrinkt ist, erhalten wir aus (761, dass im supy,, ¢, ,,) [ (t (t1,91))] < o0,
womit letzterer Fall in ((760)) schonmal ausgeschlossen ist. Beachte nun, dass es wegen der
Kompaktheit von Bg(y1) ein * € Bg(y;) gibt mit

inf dist(z,R"\ G) = dist(z*,R" \ G) > 0. (762)

z€BR(y1)

Da nun aber nach (761]) ®(¢, (t1,v1)) € Br(y1) fir alle ¢ € [t1,t,(t1,y1)) hat man
dist(® (¢, (t1,91)), R" \ G) > dist(z*, R" \ G) Vt € [t1,t4(t1,y1)) (763)

und folgert
liminf dist(®(t, (t1,v1)),R" \ G) > dist(z*,R" \ G) > 0. (764)
1ty (t1,91)
Somit ist auch der erste Fall in ausgeschlossen und wir folgern einen Widerspruch.
Also gilt t;+a <t (t1,y1). Wir wenden nun Anmerkung|101{nun mit o wie in der Aussage
gegeben an und erhalten

(I)(t,tl,yl) € BR(yl) Vt € [tl,tl + CL). (765)

| J

Spiegelbildliches wie im vorigen Lemma kann fiir (¢, —a, t1] gezeigt werden. Zusammengefasst
gilt dann

~

Korollar 132. Es erfiille f € C°(I x G;R™) eine lokale Lipschitzbedingung. Sei (t1,1) €
I x G. Sei a > 0 so, dass (t; — a,t; +a) C 1. Sei R > 0 mit Bg(y1) C G. Definiere

M = sup |f(1,2)] € RU{o0} (766)

(1,2)€(t1—a,t1+a)xBr(y1)

und @ := min{a, Miﬂ} (mit der Konvention R/oo = 0). Dann gilt (t; —a, t;+a) C I(ty, y1)
und

O(t,(t1,11)) € Br(yr) Vte (t1 —a,t; +a). (767)

(. J

e N

Satz 133. STETIGE ABHANGIGKEIT VOM ANFANGSWERT. Es erfiille f € C°(I x G;R")
eine lokale Lipschitzbedingung. Es seien (ty,y9) € I x G und € > 0. Dann gibt es § > 0
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so, dass fur alle t € (tg — 0,9+ 9) und (t1,v1) € I x G mit |(¢1,y1) — (to, yo)| < I gilt, dass

A

teI(ty,y) und |®(t, (t,y1)) — (L, (to,%0))| < e (768)

. J

' )

Beweis. Sei ¢ > 0. Es seien (tg,yo) € I x G. Dann gibt es ¥ > 0, r > 0 und L > 0 mit
[to — O, tg+0] C I

|f(T,20) — f(7,21)] < Llzg — 21| V7 € (tg — V0, to +19) Vz1, 22 € Br(v0). (769)

Sei nun |t —to| < 2, |y1—yo| < . Wir notieren wie immer I(ty, ) = (- (t, 1), b4 (t1, 1)
Wir definieren
My, = max | f(7,2)| (770)

(r2)eltr =1+ 2]x By (o1)

Beachte: Weil [t; — 2,¢; + 2] C [to — ¥, o + 9] und B:(y1) C B%(yg) gilt

Mtl,yl < M = max ’f(’]', Z)’ V(tl,yl) : ’tl—tol < g, ]yl—yol < g (771)
(T,Z)G[tofﬁ,t(riﬂ?] XB% (yo)

Wir definieren auch fiir (¢1, ;) mit |t; — to| < g und |y —yo| < §

. r/4 . r/4
Aty ) i= mln{g, Mtlx/?!1+1}7 und a:= mm{%, M/+1 ) (772)

Stets gilt a(,4,) > a. Nach dem vorigen Lemma (bzw. Korollar [132)) erhalten wir
(tl — Aty 1) b+ a(t17y1)) C I<t1a yl) und

@(t, (tla yl)) € Bﬁ (yl) vt € (tl = gy 1), T+ a(tl,yl))' (773)

A

Zusammen mit a, ,,) > a folgern wir (4 — a,t, +a) C 1(t1,y1) und

O(t, (t1,91)) € Bax(yo) Vit € (1 —a,t1 +a). (774)

Beachte, dass auch (t1,y1) = (fo,yo) hier zugelassen ist. Nun sei ¢; so, dass [ty — t1| < 3.
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Dann ist (tg — 2,to+2) C (t; —a,t; +a) C I(t1,y). Fir alle t € (t, — 2,y + 2) gilt dann
|©(t, (t1, 1)) — @(t, (o, 50))| (775)

y1+/fs<1> (th, yl)))ds—yo—/fsfb (o, 0))) ds

733))

N / (s, D5, (1,0))) — F(5,B(s, (o, )] ds + / £(5,0(s, (tr,91))) ds

to

(776)

(777)
max(to,t)
< g1 — ol + / 000 (1. 00) = 0,005, o w0 (778)
min(tg,t
max(to,tl)
T / (5, (s, (b1, 1)) ds (779)
min(to,t1)

Zum ersten Integral: Wegen (774) (angewendet auf (t1,v;) und (£1,91) = (o, o)) erhalten
wir fiir alle s € (min(to,t), max(to,?))

|/ (5, (s, (t0, 40))) = f (5, B (s, (t1,91)))] < LID(s, (to, yo)) — (s, (b, w1))|- - (780)

Das zweite Integal konnen wir dank (774]) durch M|t; — to| abschétzen. Wir erhalten

|D(t, (1, 51))—D(¢, (to, 0))] (781)

max(to,t)

<y — ol + Mty — to] + / 1B(s, (t1,31)) — B(s, (fon yo))| L ds.
min(to,t)
(782)

Fiir alle t € [to,to + §) gilt dann also

Dt (1, 91)) = (L, (to, yo))| < Iyl_y0|+M|t1_t0|+/t @ (s, (1, 51)) = @(s, (o, 90)) | L ds.

(783)
Mit dem Lemma von Gronwall (Lemma(111)) (mit ug := |y1—yo|+M|t;—to| und T’ = to+35)
folgern wir

t
(. (t1,00)) — @00t )| < (s = ol + Mits — ta o [ £.0s) (784)
to
= (lya — yo| + M]t1 — to]) exp (LIt —to|) ¥t € [to, to + 2).
(785)
Selbiges zeigt man fiir ¢ € (ty — %,¢]. Sei nun § < £ so, dass (M + 1)de’ < e. Dann gilt

fir alle t € (to — d,tp + 9) und (tl,yl) mit [(t,y1) — (to,y0)| < 6, dass

|B(t, (t1,91)) — (2, (to, 40))| < (ly1 = yol + M[tr — to]) exp(L|t —to]) < (M + 1)de" < e.
(786)
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Ferner gilt ¢t € (to — d,t0 +0) = (to — 5,0+ 5) C (L1 —a,t1 +a) C f(tl,yl) und die
Behauptung folgt.

3 Anwendung: Das SIR-Pandemiemodell

In diesem Abschnitt besprechen wir eine Anwendung der Theorie der Differentialgleichungen
— Wir diskutieren das SIR-Modell zur Beschreibung von Pandemien.

3.1 Modellierung einer Pandemie

Wir teilen die Gesamtbevolkerung in drei Gruppen auf.
1. Die Gruppe I der Infizierten (engl. infected).
2. Die Gruppe R der Genesenen (engl. recovered).

3. Die Gruppe S der Anfilligen, d.h. noch nicht Infizierten oder Genesenen (engl. suscep-
tible).

Es bezeichnet R(t) den prozentualen Anteil der Bevilkerung in Gruppe R zum Zeitpunkt ¢,
I(t) den Anteil der Bevolkerung in Gruppe [ und S(t) den Anteil der Bevilkerung in Gruppe
S. Insbesondere gilt

S(t)+1(t)+ R(t) = 1. (787)

Modellannahmen 134.

1. Die Anderungsrate der Genesenen ist proportional zum Anteil der Infizierten, d.h.
R'(t) = pI(t) fur ein f > 0. Der Wert von § hingt von der durchschnittlichen
Infektionsdauer ab. Genauer kann man zeigen, dass

1

= durchschnittliche Dauer der Infektion

(788)

eine sinnvolle Wahl ist.

2. Die Anderungsrate der Anfilligen ist proportional zu der Menge der Risikokontakte.
Ein Risikokontakt entsteht wenn ein Anfélliger Kontakt mit einem Infizierten hat.
Dies geschieht (am Zeitpunkt ¢) mit Wahrscheinlichkeit S(¢)1(t). Die Menge der Ri-
sikokontakte ist also kS(t)I(t), wobei k die gesamte Anzahl der Kontakte ist (welche
konstant angekommen wird). (Beachte: k ist eigentlich die gesamte Anzahl der Kon-
takte geteilt durch die GroBe der Bevolkerung, weil wir ja in Anteilen rechnen). Wir
haben also

S'(t) = —pkS(£)I(t) (789)

mit einer Proportionalitdtskonstante p > 0. Diese ist die Wahrscheinlichkeit, dass
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Abbildung 3: Plot einer SIR Pandemie

ein Risikokontakt tatséichlich zu einer Ubertragung des Virus fithrt. Nennen wir
« := pk so erhalten wir S’'(t) = —aS(t)I(t).

Nun fehlt nur noch eine Gleichung fiir I'(¢) und schon haben wir ein DGL-System. Leiten
wir beide Seiten in (787 ab so erhalten wir

S+ () +R()=0. = I't)=—S(t)—R(t)=aSOI{t)—BIFt).  (790)

4 N\

Definition 135. SIR-PANDEMIE. Wir definieren den zuldissigen Bereich
7 :={(s,i,r) € (0,1)* : s +i+r =1} (791)

Es sei J C R ein offenes Intervall mit 0 € J. Eine Funktion y € C'(J;R?), y(t) =
(S(t),I(t), R(t))T heiBt SIR-Pandemie mit Modellparametern «, 3 > 0 falls y(0) € Z und

S'(t) = —aSH)I(t)
I'(t) = aS@I(t) — BI(t)  (t€J). (792)
R(t) = BI(t)

Mit anderen Worten: Eine SIR-Pandemie ist ein Anfangswertproblem fiir das DGL-System
(792)) mit Anfangswert y(0) € Z.

3.2 Mathematische Eigenschaften des Modells

Wir haben in Kapitel 2 gesehen wie wir Fragen beziiglich Existenz, Eindeutigkeit und Glo-
balitdt von Losungen von Anfangswertproblemen allgemein beantworten koénnen. All dies
wollen wir hier anwenden.
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3.2.1 Existenz und Eindeutigkeit

e N

Lemma 136. EXISTENZ EINER SIR-PANDEMIE. Es sei yy € Z beliebig. Dann besitzt

Y1 (t) = —ay (t)ya(t)
Ys(t) = ayr(t)ya(t) — Bya(t)
ys(t) = ﬁyz()

(

0) =

(793)

<

eine eindeutige maximale Losung y € Cl(f R3), 0 € I.

. J

( )

Beweis. Die Funktion f € C°(R x R3;R?) gegeben durch

— Q2129
f(1,2) = | az122 — B2 (794)
Bz

erfiillt klarerweise eine lokale Lipschitzbedingung.

| J

3.2.2 Zulassigkeit

Wir haben nun mit verschiedenen Modellannahmen eine Beschreibung einer Pandemie ge-
funden. Aber ist diese Beschreibung wirklich treffend? Kénnte es nicht zum Beispiel sein,
dass eine Losung von zu einem gewissen Zeitpunkt einen negativen Infiziertenanteil
liefert? Oder einen Genesenenanteil iiber 17 All dies wére fatal: Die Modellannahmen wiirden
dann nicht zu einem sinnvollen Modell fithren. Wir miissen also die Frage der Zuldssigkeit
klaren. Es ist also wichtig, dass wir den zulédssigen Bereich

Z ={(s,i,r) € (0,1)*:s+i+r=1} (795)
nicht verlassen.

Satz 137. ZULASSIGKEIT. Es sei y € CYJ;R3),y(t) = (S(t),I(t), R(t))T eine SIR-
Pandemie, (d.h. insbesondere 0 € J und y(0) € Z). Dann gilt y(t) € Z fir alle t €
J N[0, 00).

J

'a A

Beweis. Es sind zwei Dinge zu zeigen. Erstens, dass (S(t), I(t), R(t))T € (0,1)? fiir alle
t > 0 und zweitens, dass S(t) + I(t) + R(t) = 1 fur alle ¢t > 0. Letzteres zeigen wir wie
folgt:

jt(s( O+I1t)+R(t) =S (t)+I'(t)+ R (t) = —aS{t)I(t)+(aSE)I(t)—BI(t))+LI(t) =
(796)
Somit gilt
S(t)+ I(t)+ R(t) = S(0)+ 1(0) + R(0) =1, (797)

113



wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass y(0) = (5(0),1(0), R(0)) € Z. Nun zu
Ersterem. Es sei J = (a,b). Es geniigt zu zeigen, dass S(t) > 0,1(¢) > 0 und R(¢) > 0 fiir
allet € [0,b). Dass S(t) < 1,1(t) < 1und R(t) < 1 folgt dann sofort aus S(t)+1(t)+R(t) =
1. Wir definieren nun also

T :=sup{t € [0,b) : S(1) >0 und I(7) > 0 und R(7) > 0V7 € [0,¢]}. (798)

Beachte, dass S(t) > 0, I(t) > 0 und R(t) > 0 fur alle ¢t € [0,7). Wir behaupten, dass
T = b. Dazu: Angenommen, dass 7' < b. Wir werden zeigen, dass dann S(T") > 0, 1(T) > 0
und R(T') > 0. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von T, denn wegen der Maximalitét
von 7" muss eine der drei Ungleichungen verletzt sein.

Schritt 1. 77 : R(T) > 0. Fur t € [0, 7] gilt nach R'(t)=pI(t) >0 (denn I(¢t) >0
fir alle t € [0, 77, weil 1(¢t) > 0 fiir alle t € [0,7")). Somit ist R auf [0, 7] monoton wachsend
und es gilt R(7") > R(0) > 0.

Schritt 2. 7 : I(T) > 0. Dazu berechnen wir fiir ¢ € [0, 7))

d re aS(t)[(t)—ﬁ[(t)_a B B
g loe 1) = 75 0 =ast)-p > -5 (799)

Somit haben wir fiir ¢ € [0, 7))

t
log I(t) =1logI(0 / —log I(s) ds > log I1(0) — / B ds=1ogI(0)—pt.  (800)
0
Mit der Monotonie der Exponentialfunktion folgern wir
I(t) = 81t > ploelO=8t — 1)t vt e [0,T) (801)

und somit wegen der Stetigkeit 1(7) > I(0)e="T > 0.
Schritt 3. Z: S(T') > 0. Beachte zunéchst

S'(t) = —aSH)I(t) <0 Vte|0,T). (802)

(792)

Somit ist S monoton fallend auf [0, 7). Daher gilt fiir ein beliebiges ¢ € [0,T)

d I'(ty  aS)I(t)—pIt)
7 logI(t) = ) & 0 =aS(t)—p s% aS(0) — 6 <aS(0). (803)

Integriert man die vorige Ungleichung auf, so ergibt sich
t d t

log I(t) —log I(0) = I log I(s) ds < / aS(0) ds = aS(0)t, (804)
o as 0

d.h.

log I(t) < log I(0) + aS(0)t. —_— I(t) < 1(0)ex5O), (805)

Monotonie der e-Funktion -
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Wir erhalten dann

d S'(t) —aS(t)I(t) S
—log S(t) = — N () > —al(0)e®SOF, 806
7 2850 = 50y = T 50 al(t) z —al(0)e (806)
Somit gilt
t d t
log S(t) = log S(0) + / - log () dr > log 5(0) — al(0) / eSO dr (807)
0 0
eaS(O)t -1 eaS(O)t 1(0) I(O)
= log S(0) — aI(0)————— =log S(0) — (0 —= > log S(0) — =3O,
0g S(0) a()aS(O) 0g S(0) ()S(O)+S<O)_og() S00)°
(808)
Man folgert wiederum mit der Monotonie der Exponentialfunktion
S(t) = o850 > JeESO-5Ge " _ g(0) =50 vy ¢ [0, 7). (809)

aS((0)T

Wegen der Setetigkeit ergibt sich S(T) > S (0)67%6 > 0. Es ist nun gezeigt, dass
R(T) > 0, I(T) > 0 und S(T) > 0. Ein Widerspruch zur Wahl von 7" in (798)). Es folgt
T = b und somit die Behauptung.

| J

Als Konsequenz lassen sich wichtige Monotonieaussagen treffen.

e N

Korollar 138. DISKUSSION DER MONOTONIE. Esseiy € C'(J;R?), y(t) = (S(t), I(t), R(¢
eine SIR-Pandemie. Dann gilt

1. S ist streng monoton fallend auf J N [0, co).

2. R ist streng monoton wachsend auf J N[0, c0).

Beweis. Da y(t) € Z fir t € JN[0,00) gilt S(t) > 0,I(t) > 0,R(t) > 0 fur alle
t € JN0,00) und somit
S'(t) = —aSt)I(t) <0, R(t) = BI(t)>0. 810
()a()() : ()5() (810)

Die Behauptungen folgen.

| J

3.2.3 Rechtsglobalitit

Wir haben nun gesehen, dass sich jede SIR-Pandemie stets im zuléssigen Bereich Z abspielt.
Da dieser beschriankt ist, folgt sofort die Rechtsglobalitét.

{Korollar 139. GLOBALITAT DER PANDEMIE. Es sei yy € Z beliebig. Dann ist die maxi—}
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male Losung y € C*(I; R3) von

Y (t) = —oyi(t)y2(t)
Ya(t) = ayr(t)y2(t) — Bya(t)
(0 = Funlt) .
y(0) = wo
stets rechtsglobal, d.h. I > [0, 00).

Beweis. Es sei [ = (t_,ty), t- <0 <ty und sei f wie in (794). Angenommen ¢, < oco.
Da f auf R x R® (d.h. G = R3) definiert ist, muss eine Blow-Up Situation auftreten, d.h.
limsup,_,,, |y(t)] = oo. Definiert man S(t) := yi(t), 1(t) = ya2(t), R(t) = ys(t), so ist
y(t) = (S(t),1(t), R(t))T aber nach Definition eine SIR-Pandemie und deswegen gilt
y(t) € Z fiir alle t € [0,¢,). Insbesondere gilt S(¢),I(t), R(t) € (0,1) fur ¢ € [0,¢;) und
somit

ly(O)] = VS + 1()? + R(1)* < V3. (812)

Dies schlielt eine Blow-Up Situation aus. Wir erhalten einen Widerspruch und folgern
t+ = OQ.

| J

Von jetzt an werden wir bei einer SIR-Pandemie y € C'(J;R3) stets implizit annehmen,
dass J D [0, 00).
3.2.4 Ein Integral der Bewegung

Das SIR-Pandemiemodell besitzt ein niitzliches Integral der Bewegung, welches wir im Fol-
genden vorstellen.

Proposition 140. EIN INTEGRAL DER BEWEGUNG. Es sei y € CY(J;R?), y(t) =
(S(t),I(t),R(t))" eine SIR-Pandemie. Dann gilt

log S(t) + %R(t) — log S(0) + %R(O) Vel (813)
[ Beweis. )
d St —aS)It) _a o ag,
Elog S(t) = 50 Q) =—al(t) = —5(51(@) ) 5R (t). (814)
Umgeformt bedeutet das
d d
pr <log S(t) + %R(t)) == log S(t) + %R/(t) = 0. (815)
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L Die Behauptung folgt. J

3.3 Epidemiologische Phénomene
3.3.1 Der Hohepunkt der Pandemie

Abbildung (3| zeigt folgenden Verlauf einer Infektionskurve ¢ — I(t): Zuerst steigen die In-
fektionen an, dann erreichen sie ein Plateau und danach fallen sie ab. Wir fragen uns: Wo
ist dieser Hohepunkt der Pandemie? Wird er stets erreicht? Und wie viele Menschen sind an
diesem Hohepunkt gleichzeitig infiziert?

Motivation 141. Um den Verlauf der Infektionskurve nachvollziehen zu koénnen disku-
tieren wir das Wachstum von t — I(t). Dazu

>0 S(t) >~
I'(t) = I(t)(aS(t)—B)S <0 Sit)<Z. (816)
=0 S(t)=2

Erreicht die Infektionskurve nun ein globales Maximum bei ¢ = t* € [0, 00), so muss dort
I'(t*) = 0 gelten. Gleichung liefert dann S(#*) = £. Beachte: Falls S(0) < £, so gilt
aufgrund der Monotonie von S (siehe Korollar , dass S(t) < S(0) < g fiir alle t > 0.
Einen Wert t* € [0, 00) mit S(t*) = g kann es in diesem Fall also nicht geben.

Wird der Hohepunkt denn wenigstens immer erreicht falls S(0) > g?

4 N\

Satz 142. EXISTENZ DES HOHEPUNKTES. Es sei y € C*(J;R?) eine SIR-Pandemie mit
S(0) > £ (mit J D [0,00)). Dann gibt es genau ein t* € [0,00) mit S(¢*) = £. Ferner ist
t* die eindeutige Maximumsstelle von [ in [0, c0), also insbesondere

I(t") = max I(t). (817)
t€(0,00)
Beweis. Schritt 1. Zur Existenz von t*. Angenommen es gibt kein t* € [0, 00) mit
S(t*) = g Dann gilt S(t) > g fiir alle t > 0 (denn falls es ein £ > 0 gibe mit S(¢) < g Slo)
B

gébe es nach dem Zwischenwertsatz, weil S(0) > g, auch ein f € [0,%] mit S(¢) = 2, was
sofort ein Widerspruch zu unserer Annahme wiére). Da S(t) > £ gllt nach (816) I'(t) >
Wir folgern daher dass I auf [0, 00) monoton wachsend ist. Mit (792) folgt

R'(t) = pI(t) > BI(0) Vt>0. (818)

Somit gilt

0) + / "Ri(s)ds > R(0) + / "BI(0) ds = R(O) + BI(0).  (819)
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Dies wiirde zur Folge haben, dass lim; . R(t) = oo, was im Widerspruch zu y(t) € Z C
(0,1)3 fiir alle ¢t € [0,00) (siche Satz steht (denn dies impliziert, dass R(t) € (0,1)).
Es folgt die Existenz von t*.

Schritt 2. Eindeutigkeit von t*. Da S streng monoton fallend in [0, 00) ist kann die
Gleichung S(t) = g hochstens eine Losung in [0, c0) haben.

Schritt 3. t* ist eindeutige Maximumsstelle von /. Wir zeigen zuerst, dass ¢
log I(t) konkav ist. Dazu:

—logI(t) = = aS(t)— 8. = d—log[(t) =aS'(t) = —a*S(t)I(t) < 0.

dt? (792)
(820)
Wir wissen aus Proposition [71] dass fiir eine konkave Funktion f : (a,b) — R ein Punkt
x € (a,b) genau dann eine globale Maximumsstelle von f ist wenn f’(z) = 0. Angewendet
auf f(z) :=logI(z) und (a,b) = (0,00) erhalten wir

x Maximumsstelle von I in (0, c0) = Maximumsstelle von log I in (0, c0)
og monoton

(821)
d
log I konkav % 1OgI(ZL’) =0 " OCS(ZL’) - ﬁ =0
< 5@):5 & =t (822)

Beachte nun, dass 0 keine Maximumsstelle sein kann, da wegen der Vorraussetzung S(0) >
g gilt, dass I'(0) = 1(0)(aS(0) — 8) > 0. (Somit ist I in [0, ) streng monoton wachsend
fiir ein & > 0, weswegen bei 0 kein globales Maximum vorliegen kann). Daher ist ¢* nicht
nur die eindeutige Maximumsstelle in (0, 00), sondern auch die eindeutige Maximumsstelle
in [0, 00).

(. J

e N

Anmerkung 143. Es sei y € C'(J;R?) eine SIR-Pandemie mit S(0) > £. Dann gilt nach
(816) und wegen der strengen Monotonie von S

I {> 0 S(t) >

{> 0 S(t) > S(t) {> 0 t<t* (823)
<0 S(t) <

<0 S@) < St <0 t>t"

Q@R ™

Das bedeutet, dass I streng monoton steigend ist auf (0,¢*) und streng monoton fallend
auf (t*, 00).

. J

Wir fragen uns noch, wie viele Personen eigentlich zum Hohepunkt der Pandemie gleichzeitig
infiziert sind, also wie schlimm der Hohepunkt der Pandemie wirklich wird. Diese Frage
konnen wir mit dem Integral der Bewegung beantworten.

118



4 \

Proposition 144. DIE MAXIMALE INFEKTIONSZAHL. Es sei y € CY(J;R?), y(t) =
(S(t),I(t),R(t))" eine SIR-Pandemie mit S(0) > g Dann gilt

tén[(fmo}g) I(t) =1(0) + S(0) — g + g <log§ — log S(O)) : (824)

. J

'd )

Beweis. Es sei t* € [0,00) wie im vorigen Satz. Proposition liefert

log S(t") + %R(t*) — log S(0) + %R(O). (825)
Wir erhalten, dass
R(t") = é(log S(0) —log S(t*)) + R(0). (826)

a
Nun benutzen wir, dass S(t*) + I(t*) + R(t*) = 1 (da y(t*) € Z) und erhalten

1=S(t") —1(t") = g(log S(0) —log S(t*)) + R(0). (827)
Formen wir um, so ergibt sich
I(t") =1—R(0) — S(t") + g(log S(t*) —log S(0)) (828)
—1(0) + S(0) = S(t*) + 2 (1o 5(#*) — 10g 5(0)). (82)
y(0)eZ a
Mit Satz m folgt S(t*) = g und daher
BB B
) =1 T T .
(t*) = 1(0) + S(0) o + o ( og — — log S(O)> (830)
Da (wiederum nach Satz I(t*) = maxycpo,00) I (t) folgt die Behauptung.

Anmerkung 145. In der Epidemiologie definiert man die Basisreproduktionszahl

«

Rep, := pk - (durchschn. Dauer der Infektion), (831)

6 Modellannahmen [134]

wobei p die Ubertragungswahrscheinlichkeit des Virus ist und k& die Anzahl der Gesamt-
kontakte geteilt durch die Anzahl Individuen in der Bevolkerung in einer Zeiteinheit.
Letzteres kann man auch Interpretieren als die Anzahl der Kontakte eines Individuums.
Damit ist Rep, das Produkt aus Kontaktanzahl eines Individuums, Dauer der Infektion
und Ubertragungswahrscheinlichkeit. Mit anderen Worten: Es ist die Anzahl der Indivi-
duen, die ein Infizierter wihrend seiner gesamten Infektionskarriere ansteckt. Diese kann
man epidemiologisch beobachten. Fiir das (nicht-mutierte) Sars-Cov 2 Virus wurde diese
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auf Rep, ~ 3 geschétzt.
Nun gilt fiir den Hohepunkt ¢* der Pandemie, dass S(t*) = g

Rep Somit gilt auch

RE)+I(t) =1—S(t)=1—

(832)

Repo

Mit anderen Worten: Ein Anteil von 1 — W der Bevolkerung muss eine Infektion durch-

machen, damit der Hohepunkt der Pandemle errelcht ist und die Bevolkerung damit “iiber

den Berg” ist. (Bei Sars-Cov 2 ist 1 — Rep = 5 ~ 66%. Diese Schitzung war zum Anfang

der Sars-Cov 2 Pandemie im Jahr 2020 auch héufiger in den Nachrichten). Es ist hilfreich,
wenn man Dinge iiber Rep, anstatt nur {iber «, 8 ausdriicken kann: In der Praxis ist Rep,
viel leichter empirisch zu schétzen als o und S.

(. J

3.3.2 Herdenimmunitit

Wir weisen nun nach, dass nach dem Erreichen des Hohepunktes der Pandemie eine Herde-
nimmunitdit besteht, d.h. die Pandemie breitet sich nicht weiter aus und fallt ezponentiell
schnell ab.

e N

Propositon 146. HERDENIMMUNITAT. Es sei y € C'(J;R?), y(t) = (S(¢), I(t), R(t))"
eine SIR-Pandemie mit S(0) > g Es sei t* > 0 wie in Satz (142 Dann gilt fiir alle ¢; > ¢*
dass aS(t1) — 5 < 0 und

I(t) < I(ty)e@St)=At=t) g > ¢, (833)

(. J

(

Beweis. Da t; > t* gilt (wegen der strengen Monotonie von S, siehe Korollar _ dass
S(ty) < S(t*) = 5 Somit folgt sofort aS(t1) — 5 < 0. Nun gilt fiir alle t € [t;,00) (da
I(t) > 0)

I't) = 1) (aS(t) = B) < I({t)(aS(t) — B) = (aS(t) — B)I(1) (834)

Dies ist eine lineare Differentialungleichung im Sinne von Korollar Somit gilt

I(t) < h(t)Vt > t; wobei h € C'(R;R) so, dass {h/(t) = (a5(h) = B)h(t) (835)

h(t1) = 1(t1)

Da wir in Satz / Anmerkung eine explizite Losungsformel fiir Differentialglei-
chungen dieser Form haben, erhalten wir h(t) = I(t;)e(®5®)=A=4) yund somit folgt
I(t) < I(ty)e@St)=A0=1) fiir alle t > t;.

| J

Als Korollar erhalten wir, dass jede Pandemie fiir grofle Zeiten exponentiell schnell abfallt.
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Korollar 147. Es sei y € C'(J;R?), y(t) = (S(¢),I(t), R(t))” eine SIR-Pandemie. Dann
gibt es ein § > 0 mit limy_,, e®*1(t) = 0. Man schreibt I(t) = o(e™%") fiir (t — o0).

. J

Beweis. FALL 1. S(0) > § Wir haben in der vorigen Proposition gesehen, dass es in
diesem Fall ein ¢; > 0 gibt mit aS(t;) — B8 < 0 und I(t) < I(t;)e@3E)=AE1) fiir alle
t > t;. Wihlen wir 0 := —3(aS(t;) — 8) > 0 so gilt fiir ¢ > ¢,

0 < eI(t) < eI(ty)e@St=A=t) — o0t r (4 )e(200=t) — ()P0 (0 (t — o).
(836)

Die Behauptung folgt aus dem Sandwichlemma fiir Grenzwerte (Analysis)

FaLL 2. S(0) < g Das heit insbesondere aS(0) — 5 < 0. In diesem Fall gilt fiir alle

t; > 0, dass aS(t;) — 5 < 0. Wéhle nun ¢; > 0 fix. Fiir ¢ > ¢; kann man dann wie in (834))

zeigen, dass

I'(t) = 1(t)(asS(t) = B) < I(t)(aS(t1) — B)- (837)
Genau wie im Beweis von Proposition folgt dann
I(t) < I(ty)el**t0=A0=t) (838)
Definiert man wiederum 6 := —3(a.S(t1) — 3) > 0 so folgt mit der gleichen Rechnung wie
in (836)), dass lim; o, e®*I(t) = 0.

3.3.3 Pandemie und Endemie

Neben einer Pandemie gibt es noch das Phénomen der Endemie. Das bedeutet, man kann
sich nach der Genesung einer Virusinfektion erneut infizieren. Dies macht einen Ubergang
von der Gruppe R in die Gruppe S moglich und fithrt auf das folgende DGL-System:

S'(t) = —aS(t)I(t) +vR(t)
I'(t) = aS(t)I(t) — pI(t) . (839)
R/(t) = BI(t) —vR(t)

Hierbei ist v > 0 in den meisten Anwendungen gegeben durch

1
7= Qurchschnittliche Dauer der Immunitét nach durchgemachter Infektion’

(840)

Fiir dieses DGL-System miissen unsere Fragen vollig neu geklart werden: Die Frage nach der
Zulassigkeit, die Frage nach der maximalen Infiziertenzahl und die Frage nach dem Verhalten
fiir t — oo. Einige dieser Fragen werden wir im néchsten Kapitel mit allgemeinen Methoden
klaren. Es gibt aber auch noch einiges zu erforschen!

4 Dynamische Systeme

Ein dynamisches System ist ein Modell fiir einen zeitabhéngigen Prozess mit Flusseigen-
schaft
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Definition 148. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung ¢ : [0,00) x X — X
heifit (semi-)dynamisches System, falls

(D1) ¢(0,2) =z fur alle x € X.
(D2) o(t + s,x) = ¢(t, ¢(s,z)) fir alle s, > 0 und = € X.
(D3) ¢ ist stetig.

Oft wird (D2) Flusseigenschaft genannt.

|\ J

Unser Paradebeispiel fiir ein dynamisches System wird sich aus der Flussabbildung einer
autonomen Differentialgleichung ergeben. Was eine solche autonome DGL ist besprechen
wir im Folgenden. Bevor wir dies ndher diskutieren sei aber gesagt, dass es noch viele andere
dynamische Systeme in Natur und Mathematik gibt (z.B. bei partiellen DGLn, oder auch
diskrete dynamische Systeme).

4.1 Autonome Differentialgleichungen

Wir erinnern uns, dass wir fiir G C R” eine stetige Funktion f : G — R" auch Vektorfeld
nennen.

~N

Definition 149. Es sei G C R" ein Gebiet und f € C°(G;R") ein Vektorfeld. Wir nennen
f lokal Lipschitzstetig (im Zeichen f € C2}(G;R™)) falls es fiir alle z € G ein & > 0 und
L > 0 gibt mit B.(z) C G und

|f(z2) = f(21)| £ Llzg — z1] V21,22 € B(2). (841)

. J

Beachte: Ist f € O (G5 R™), so erfiillt f : R x G — R”, definiert durch f(r, z) := f(z) stets

loc
eine lokale Lipschitzbedingung. Im Folgenden studieren wir autonome Differentialgleichun-

gen:

s N

DGL-Typ 150. Es sei f € CO’I(G; R™) ein Vektorfeld. Eine autonomes Differentialglei-

loc
chungssystem ist ein DGL-System von der Form

y'(t) = fy(t)). (842)

" J

~

Beispiel 151. Die SIR-Pandemiegleichung ist ein autonomes DGL-System mit Vek-
torfeld
—QzZ122
f(z1,20,23) = | @z120 — B2 | (843)
Bz
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4.1.1 Das induzierte dynamische System

Eine spezielle Eigenschaft von Losungen autonomer Differentialgleichungen ist die Shift-
Invarianz.

e N

Proposition 152. Es sei f € C’loo’cl(G,R”) und y € C'((a,b); G) eine Losung von y'(

t) =
fy(t)), (t € (a,b)). Sei auBerdem s € R. Dann ist z : (a — s,b — s) = G, z(t) .= y(t + s)
eine Losung von 2/(t) = f(z(t)), (t € (a — s,b — s)).

. J

Beweis. Fiir t € (a — s,b— s) gilt t + s € (a,b) und daher

Z(t) =y (t+s5) = fly(t + ) = f(z(1)). (844)

| J
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Korollar 153. Es sei f € C}(G;R"). Esseiy € C'(I;R"), I = (t_,t, ) maximale Losung

loc

zu

"(t) = t
y(to) = yo

Dann ist z : (t_ — tg,t4 — to) — R™ gegeben durch z(t) := y(t + ty) maximale Losung zu

{z’(t) = f(2(t)) (846)

. J

' )

Beweis. Dass z eine Losung ist von (846)) ist, folgt aus der vorigen Proposition. Nun zur
Maximalitdt von z. Angenommen es gibt eine weitere Losung Z : (a, f) — R"™ von

{z'@) = f(z(t)) (te(p))

5(0) = 0o (847)

Definiere dann ¢ : (a +to, 8 +to) — R™ durch g(t) = Z(t — tp). Dann gilt (wiederum nach
der vorigen Proposition)
7t = f(§(t) (te to, B+t
{y<> (1) (t€ (a+tto,B+ 1)) (848)

y(to) = yo

Da y die maximale Losung dieses Anfangswerproblems ist, gilt (o + to, 5+ to) C (t_,t4)
und man hat g(t) = y(¢) fur alle t € (a + to, 5 + to). Es folgt (o, ) C (t— — to,t4 — to)
und §(t + to) = y(t + to) fiir alle t € (a, #). Benutzen wir nun die Definition von ¢ und z
so erhalten wir («, 8) C (t_ —to,t. —to) und 2(t) = 2(¢) fiir alle t € (a, 8). Dies zeigt die
Maximalitét.

| J

Aus dieser Shift-Invarianz folgt, dass die Flussabbildung bei ty = 0 bereits alle Informationen
iiber Losungen der DGL enthélt.
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Korollar 154. Es sei f € C2'(G;R") und ® die zu y/(t) = f(y(t)) assoziierte Flussbbil-
dung. Dann gilt

®(t, (to, o)) = (t — to, (0,%0)) (849)

(. J

( )

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vorigen Korollar, denn sind y und z wie im vorigen
Korollar, dann gilt

y(s) = @(s, (to,y0)), 2(s) = P(s,(0,0))- (850)
Da nach dem vorigen Korollar auch gilt z(t) = y(t+t), fiir alle ¢ wo zuléssig, folgert man
@(t, (th yO)) = @(t + th (07 yO))

| J

Das bedeutet, dass jede Trajektorie einer Losung auch eine Trajektorie einer Losung mit
Anfangszeitpunkt 0 ist. Daher geben unse die Losungen mit Anfangszeitpunkt to = 0 bereits
eine vollstdndige Information {iber das DGL-System.

(

Definition 155. FLUSS EINES VEKTORFELDES. Es sei f € COl(G R™). Fiir alle yp € G

loc
sei 1(0,yo) das maximale Existenzintervall der eindeutigen maximalen Losung von

Y () = Fly(0)
{y<o> — 4 (851)

z)}. Dann deﬁnleren wir den Fluss von f durch

Definiere A := {(r,2) : z € G,7 € I(0,
)= y(t) aus (851)]. Manchmal schreiben wir auch

¢A_>Gm1t ¢(7y0) (’(07y0)
¢ = 5.

J

Wir werden nun nachweisen: Falls A D [0, 00) X G, so ist der Fluss ¢ ein dynamisches System
im Sinne von Definition [148] Hierfiir priifen wir die Axiome nach (und werden diese auch
besprechen im Fall, dass A 2 [0, 00) X G). Zuerst zur Stetigkeit (D3).

e N

Lemma 156. Es sei f € CY 1(G R™) und A, ¢ wie in der vorigen Definition. Dann ist

loc

A C R x G offen und ¢ stetig auf A.

'a A

Beweis. Zuniichst zur Offenheit von A. Es sei (7,2) € A, d.h. 7 € 1(0,2) == (t_(0, 2), ,.(0, 2
OBdA 7 > 0, ansonsten funktionert alles analog. Da 7 < t,(0, z) gibt es ein n € (0, |7])
mit 7 + 7 < t,(0, z), insbesondere 7 +n € (0, z). Nach Satz gibt es ein § > 0 so,
dass |z — Z| < & impliziert, dass 7 + 7 € I(0, 7). Dies heift dann insbesondere, dass

(t—n,74+n) C(0,74+n) C1(0,3). = (r—n71+n)x{z}CA (852)

Wir schliefien, dass (7 — 7,7 4+ n) x Bs(z) C A, womit die Offenheit von A bewiesen ist.
Dass @ auf A stetig ist folgt auch direkt aus der steigen Abhéngigkeit der Flussabbildung,
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L siehe Satz [130k. J
Nun zur Flusseigenschaft (D2).

4 N\

Lemma 157. Es sei f € Co’l(G;R”) und ¢ : A — G wie in Definition Sei Yo € G.

loc

Sind s,7 € R so, dass (s,y0) € A und (7, ¢(s,y0)) € A, so gilt (s + 7,50) € A und

¢(S + 7, yO) = ¢(7—7 ¢(S7 yo)) (853)

. J

'a A

Beweis. Es sei y € C'(1(0,o); R") die eindeutige maximale Lisung zu
(854)

(s,90) € A léisst sich y bei s auswerten und es gilt ¢(s,y0) = y(s). Sei nun z €
1(0, ¢(s,y0)); R™) die eindeutige maximale Losung zu

(855)

N
—~
(e
=
I

y(s)[= (s, 90)].

Aus der Vorraussetzung folgt, dass 7 € I(0,¢(s,40)) und z(7) = ¢(7, ¢(s,y0)). Wir be-
haupten nun, dass (0, ¢(s, yo)) = 1(0,y0)—s und z(t) = y(t+s) fiir alle t € I((0, ¢(s,))).
Beobachte dazu zuerst, dass t — z(t) und ¢t — y(t+s) beides Losungen von sind. Da
z und y auch maximale Losungen sind, miissen auch t — z(t) und ¢ — y(t 4+ s) maximale
Losungen sein (was man exakt wie in Korollar beweist). Da die maximale Losung
eindeutig ist, miissen diese beiden Losungen iibereinstimmen. Da insbesondere auch ihre
Definitionsbereiche iibereinstimmen haben wir 1(0, ¢(s,y0)) = 1(0,y0) — s. Somit gilt (da
7€ I1(0,¢(s,40)) = 1(0,10) — ), dass 7 + s € 1(0,1,), weswegen (7 + s,7o) € A. Ferner
haben wir

¢<7_ + s, yO) - y(T + S) = Z(T) = ¢(7—7 ¢(Sa yO)) (856)
Die Behauptung folgt.

J

-

Korollar 158. Es sci f € C}(G;R"). Und ¢ : A — G wic in Definition [155 Ist A D

loc

[0,00) X G, s0 ist ¢ : [0,00) x G — G ein dynamisches System im Sinne von Definition

14l

(. J

-

Beweis. (D2) und (D3) folgen sofort aus den beiden vorherigen Lemmata. Zu (D1). Nach
(733) gilt

#(0,2) = ®(0,(0,z)) =z Vzred. (857)

| J

Wir haben also gesehen, dass fiir jedes f € C’lOO’CI(G; R") der Fluss ¢ also dynamisches Sys-
tem verstanden werden kann. Jedenfalls sofern y/'(t) = f(y(t)) stets rechtsglobale Losungen

besitzt.
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4.1.2 Bahnen

4 )

Definition 159. BAHNEN/ORBITS. Es sei f € C2'(G;R™). Fiir yo € G nennen wir

loc

O(yo) == {o(t,50) : t € 1(0,y0)} (858)
die Bahn oder das Orbit von yy. Ferner ist
O*(yo) == {o(t,90) : t € 1(0,90) N [0,00)} (859)

die Positiv-Bahn oder das Positiv-Orbit von .

|\ J

Beispiel 160. Gegeben sei das autonome DGL-System

i (t)) < — 1 (t) )
= ) 860
<yg<t> (1) + (1) + gat)? — 1 (860)
Das bedeutet G = R? und f : R? — R? ist gegeben durch
fz1,2) = ' (861)
1, %2) = 42422 -1)

Klarerweise gilt f € C2'(R? R?). Beobachtung: t — (cos(t),sin(t))7, (t € R) ist eine

loc

Losung (wie man leicht nachrechnet). Somit ist ¢(¢, (1,0)7) = (cos(t),sin(¢))” und

O((1,0)7) = {(cos(t),sin(t))" : t € R} = 0B,(0). (862)

(. J

Bahnen sind also Trajektorien von Losungen. Wir werden spéter sehen, dass sich das
Gebiet G in disjunkte Bahnen zerlegen ldsst.

Proposition 161. Es sei f € C)}(G;R™). Sei yo € G und s € 1(0,yo). Dann gilt
O(yo) = O(&(s, %)) (863)

Beweis. Zu ‘D', es sei 2 € O(¢(s,90)), etwa 2 = ¢(7, ¢(s,y0)) fiir ein 7 € 100, 6(s, o).
Nach Lemma gilt 7+ s € 1(0,y0) und

2z =¢(1,0(s,90)) = &(T + $,%) € O(yo) (864)

Zu ‘C’. Mit der bereits gezeigten Richtung folgt O(¢(s,yo)) C O(p(—s, ¢(s,yo))) und wir
schlielen

O(d(s,50)) € O(p(=5,0(s,50))) = O(d(=5 + 5,%0)) = O(6(0,0)) = O(yo).  (865)

| J

Wir werden nun zeigen, dass zwei Bahnen zu veschiedenen Anfangswerten entweder gleich
oder disjunkt sind. Somit ist G zerlegt in die disjunkte Vereinigung verschiedener Bahnen.
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Proposition 162. BAHNEN KREUZEN SICH NICHT! Es seien y;,y, € G. Dann gilt ent-

weder O(y;) = O(yz) oder O(y;) N O(yz2) = 0.

~

|\

Beweis. Es seien y1,3 € G mit O(y1) N O(y2) # 0. Z, O(y1) = O(y2). Dazu: Ist z €

O(y1) N O(y2), so gibt es t1 € I(0,y1) mit 2 = ¢(t1, y1) und to € 1(0,y2) mit 2 = ¢(ta, y2).
Die vorige Proposition liefert dann

O(y1) = O(d(t1,41)) = O(2) = O(¢(t2, 42)) = O(y2)- (866)

~

J

Dass Bahnen sich nicht kreuzen, kann auch zum Nachweis von Beschrénktheit von Losungen
und somit fiir Globalitédt verwendet werden, wie zum Beispiel hier:

Beispiel 163. Wir betrachten nochmal das autonome DGL-System aus Beispiel [I60]

@;8) N <y1(t) + yl(—ti{; (j)yZ(t)Q ~ 1) (867)

Behauptung. Fiir alle y, € B(0) gilt 1(0,40) = R und O(y) C By(0).
Begriindung. Aus Beispiel wissen wir, dass B;(0) = O((1,0)7) eine Bahn ist. Es
sei nun yo € B;(0). Dann ist O(yy) # O((1,0)7), da yo € O(yo), aber yo & IB;1(0) =
O((1,0)T)). Nach Proposition sind also O(y) und O((1,0)7) disjunkt. Mit anderen
Worten )

o(t,y0) € O((1,0)") vt € 1(0, yo). (868)

Erinnern wir uns wieder daran, dass O((1,0)7) = 0B,(0) = {z € R?: |z| = 1} so erhalten
wir

|6t yo)| # 1Vt € 1(0,40). (869)
Da [¢(0,y0)| = [yo| <1 gilt

6t o)l <1Vt e I(0,yo). (870)

(Denn géibe es ein ty # 0 mit |p(tg, yo)| > 1, so miisste wegen |¢(0,y0)| < 1 nach dem
Zwischenwertsatz auch der Wert 1 angenommen werden. Dies wiirde widersprechen.)
Nun beachte, dass eine Blow-Up-Situation an den Randern von (0, o) ausschliefit.
Eine Escape-Situation ist dadurch ausgeschlossen, dass G = R3. Dies zeigt die Globalitiit,

d.h. 1(0,y0) = R (siche Satz[106).

4.2 Aquilibria und Stabilitit
4.2.1 Aquilibria

Im Folgenden studieren wir Aquilibria einer autonomen Differentialgleichung und das Ver-
halten von Losungen um Aquilibria herum.
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Definition 164. Es sei f € C2'(G;R™). Ein Punkt § € G mit f(3) = 0 heiBt Aquilibrium

loc

oder Gleichgewichtspunkt von y'(t) = f(y(t)).

| J

4 N\

Proposition 165. Essei f € CZOO’CI(G; R™). Ein Punkt § € G ist genau dann ein Aquilibrium,
wemn O(7) = {7}.

(. J

4 )

Beweis. Es sei f € C2H(G;R). Zu ‘=", Ist § ein Aquilibrium so gilt f(7) = 0, weswegen

das AWP o
y'(t) = f(y(t))
{y<o> 3 57

durch y : R — R", y(t) = y gelost wird (wie man leicht durch Einsetzen in beide Seiten
nachrechnet). Somit gilt ¢(¢,y) = g fiir alle ¢ € R und daher O(y) = {y}. Nun zu ‘<. Ist
O(y) = {y} so gilt ¢(t,y) = y fiir alle t wo definiert. Man folgert

d

0=—0ty) = flot.y) = £(). (872)

| J

Beispiel 166. Wir interessieren uns fiir die Gleichgewichtspunkte der SIR-Endemie, d.h.

—Qz129 + V23
f(Zl, z29, 23) = 129 — 522 fir O[,,B,’}/ > 0. (873)
Bzy — 23

Da diese sich (hoffentlich) nur in der zuldssigen Menge
Z = {(21,22,2) € (0,1)° : 21 + 20 + 23 = 1} (874)

abspielt, sind wir auch nur an den Punkten in Z interessiert. Beachte nun

fa(z1,20,23) =0 & 23 = §Z2> (875)
und
fo(z1,20,23) = (az1 — B)22 =0 < 29 =0 oder 2, = g (876)
Da z5 = 0 in Z nicht zugelassen ist folgt z; = g Nun hat man mit z3 = gzg und der
Definition von Z
1221+22+23:§+22+522:§+(1+§>22 (877)
und somit 5
1-8 _ _
e T _ye=b6 __fa-p (878)

ay+p

N 1+§ Cay+ B
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Wir definieren nun 3 := (g, %:T_g’ g:T_g) Man kann leicht zeigen, dass g < 1 impliziert,

dass y € Z. Im Folgenden heifit dieser Punkt endemisches Gleichgewicht. Wir werden also
im Folgenden immer g < 1 annehmen und erhalten dann genau ein Aquilibrium 3 € Z.
Startet man eine Endemie bei diesem Punkt y € Z, so bleiben also Infektions- und
Genesenenzahlen konstant. Es wire interessant zu wissen, was bei einer Endemie, die in
der Nihe dieses Punktes startet, geschieht: Kreisen die Infektions/Genesenenzahlen immer
um diesen Punkt herum? Oder gehen sie in eine komplett andere Gréfenordnung? Eine
Frage der Stabilitdt...

4 )

Definition 167. STABILITAT UND ATTRAKTIVITAT. Es sei f € C(G;R™).

loc

1. Ein Aquilibrium ¢ von f heiBt (in positiver Richtung) stabil, wenn

Ve >0 36 >0 so, dass (|yo —gyl<d = O (y) C Bg(gj)>. (879)
2. Ein Aquilibrium § von f heifit instabil, wenn es nicht stabil ist.
3. Ein Aquilibrium 7 von f heiBlt (in positiver Richtung) attraktiv, falls

30 >0 so, dass (|y0 -yl <é = f(O,yO) D [0,00) und ¢(t, yo) ey gj). (880)

4. Ein Aquilibrium ¢ von f heifit asymptotisch stabil, falls § stabil und attraktiv ist.

(. J

4.2.2 Linearisierte Stabilitit

Wir lernen nun ein Stabilitédtskriterium kennen, welches auf Linearisierungstechniken beruht.
Hierfiir ist es zunédchst wichtig, den Fall linearer Differentialgleichungen zu betrachten. Von
dort aus werden wir dann den allgemeinen Fall erschliefen. Zunéchst fithren wir aber eine
Notation ein

4 N\

Definition 168. SPEKTRUM. Es sei A € C**" eine Matrix. Dann nennen wir

o(A) :={\: X Eigenwert von A}

das Spektrum von A.

(. J

Nun ein Stabilitatssatz im linearen Fall.

e N

Proposition 169. STABILITAT LINEARER SYSTEME. Es sei f(z) := Az fiir eine Matrix
A e R d.h. wir studieren die DGL y/(t) = Ay(t). Dann ist § = 0 ein Aquilibrium von
f fiir das gilt

(I) Ist maxye,(a)Re(A) <0, so ist § = 0 asymptotisch stabil.
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(IT) Ist maxyes(a) Re(A) > 0, so ist § = 0 instabil.

(. J

Anmerkung 170. Es sei wie im vorigen Satz f(z) = Az gegeben. Im Fall maxyc,(4) Re(A) =
0 kann keine Aussage iiber die Stabilitdt getroffen werden: Sowohl Stabilitdt als auch
Instabilitiat kann auftreten. Wir besprechen hier mal zwei Beispiele von Matrizen mit
maxyeq(4) Re(A) = 0 bei denen verschiedenes Stabilitétsverhalten auftritt:

1. Fir A, = (8 (1)) gilt 0(A;) = {0} und y = 0 ist instabil.
. 0 -1\ . . _ . . . :
2. Fir Ay, = (1 0 gilt 0(Ay) = {—i,i} und y = 0 ist stabil (allerdings nicht

asymptotisch stabil).

Der Beweis dieser Behauptungen ist den Lesenden als Ubungsaufgabe iiberlassen (die sich
mithilfe von Zusammenfassung [31| angenehm 16sen lasst).

| J

'a A

Beweis (von Proposition [169)). Zu Teil (I). Sei fiir diesen Teil des Beweises Re(A) < 0
fiir alle A € 0(A). Wihle eine invertierbare Matrix S mit

Jio. 0
STTAS=| ¢ (881)
0 ... J

mit J; = \;I + N € C%*% Jordan-Blocke zum Eigenwert )\; € o(A). Definiere

Ait A\t t2etit 1di—2eMt pdi—1oNt
e te et ... (di_;)! édi;lg!
i i i~ 2Nt
0 G)Vt t€>"t NN - ﬁ
Ait :
Mz(t) = 0 0 € : c Qdixdi (882)
0 ‘e e 0 eAit

Laut Methode [29| und Proposition [30]ist eine Fundamentalmatrix gegeben durch

M(t) ... 0
M@E)y=s{ + - (883)
0 ... M)
und somit gilt fiir alle yy € R™ nach Korollar
¢(t,y0) = O(t, (0,40)) = M(t)M(0)™ 'y (884)
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Es folgt wie in ([692))
|6(t, yo)| < [IME)MO0) 7] Iyol, (885)

wobei fiir eine Matrix B € C" definiert ist, dass || Bl := />, _; [b;*.

Zwischenbehauptung. Es gibt ein R > 0 mit ||[M(¢)M(0)7!|| < R fiir alle ¢ > 0 und
limy_,o || M (£)M(0)~!|] = 0. Da nach jeder Eintrag von M (t)M(0)~! eine endliche
Linearkombination von Eintragen von M(t), ..., M, (t) mit festen Koeffizienten ist, gentigt
es zu zeigen, dass alle Eintrage von M;(t) beschrénkt sind und fiir (¢ — oo) gegen 0
konvergieren. Hierzu geniigt es nach zu zeigen, dass fir alle o € {0,...,n} und

6 € o(A) der Ausdruck t*e? bechrinkt ist und gegen Null konvergiert. Dazu:

’ta€6t| — |taeRe(0)teiIm(9)t| — |t’a€Re(0)t (886)

ist beschriankt und konvergiert gegen 0 fiir ¢ — oo (weil die Exponentialfunktion schneller
fillt als jedes Polynom). Ende der Zwischenbehauptung. Es sei ¢ > 0. Mit der Wahl
0 := 53 folgt dann nach (885) fiir alle ¢ > 0

_ 5 3
o =0l <6 = ot yo)l < IMOMO) ] Iyo] < Rz < 5 <&, (887)

also O (yo) C B.(0). Ferner gilt nach (885]) und der Zwischenbehauptung
Ti [0(¢.30)| < M1()M(0) | lyo] 0. (589

Teil (T) folgt.

Zu Teil (II). Es sei nun etwa Re(\g) > 0 fiir ein \g € o(A). Sei ferner vy € C" mit
lvo| = % ein Eigenvektor zum Eigenwert \g. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte
Re(vg) # 0 (denn wire vy rein imaginédr so kann man vy durch %vo ersetzen, was auch
noch ein Eigenvektor ist).

Behauptung. Es gibt fiir alle § > 0 ein yo € R"™ mit |yo| < J gibt so, dass O (yo)
unbeschrankt ist (also vor allem in keiner e-Kugel liegt).

Dazu: Wir behaupten, dass fiir alle 6 > 0

d(t,0Re(vy)) = 0Re(e™vy), (889)

denn fiir z(t) := dRe(e*!vy) gilt 2(0) = dRe(vg) und

d
2'(t) = E&Re(e’\otvo) = dRe(e* \guy) (890)
= O0Re(e™Avg) = dRe(AeMvy) = JA-Re(e™ivy) = Az(t), (891)
Ao€a(A) AcRnxn
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weswegen z(t) = ¢(t,2(0)), was (mit 2(0) = dRe(vg)) auch (889) zeigt. Man hat nun mit
(839)

o(t,6Re(vg)) = dRe(e ) (892)
= dRe[eRP0 (cos(Im(Ng)t) + 4 sin(Im(Xo)t)) (Re(vo) + ilm(vg))]  (893)
= §eReC0) (cos(Im (N )t)Re(vg) — sin(Im (g )t)Im(vp)) (894)

Da t — eRe(0)t fiir ¢ € [0, 00) unbeschrinkt ist und Re(vg) # 0, ist also auch O (6Re(vp))
unbeschréankt. Beachte nun auch

)
|0Re(v)| = d|Re(wvp)| < d|vg| = 3 < J. (895)

Die Behauptung ist (mit der Wahl yq := dvg) gezeigt.

|\ J

~

Anmerkung 171. Wir kénnen in Fall (I) vom vorigen Satz sogar folgende Behauptung
zeigen: Ist ¢4 der Fluss von f(z) = Az und erfiillt A die Bedingung auf Fall (I) in der
vorigen Proposition, so gilt

E'M,O' >0: ‘¢A(t, yo)‘ < Meigt\yol \V/yo e R"™. (896)
Wir wiederholen nochmal, dass nach (885)) gilt

[Dat,yo)l < 1M ()M (0)] Iol, (897)

wobei laut (883)) jeder Eintrag M (¢)M (0)~! aus endlichen Linearkombinationen von Funk-
tionen der Form t®e® (mit a € {0,...,n} und 6§ € o(A)) besteht. Setze nun o :=

—% maxXyeqs(4) Re(A) > 0. Dann gilt fiir o und 6 wie oben und ¢ > 0

’taeat’ _ ’f}|a€Re(9)t — |t’a€(Re(9)+a)tefat. (898)

Beachte nun, dass wegen der Wahl von o gilt, dass Re(6)+o < Re(f)—1Re(f) = 1Re(f) <
—o. Somit hat man
‘taeet‘ < (’t|aefot>efat < Caﬁefat (899)

fiir eine Konstante Co 1= Supyepg o) [t[*¢™" > 0 (fiir o = 0,...,n). Nun ist also jeder
Eintrag von M (t)M(0)~! (als Linearkombination von Termen wie in (899)) abgeschitzt
durch ein konstantes Vielfaches von e~7!. Dies impliziert, dass

1M ()M (0)7]] < Me™" (900)

und somit nach (897) auch die behauptete Ungleichung.

J

Nun kommen wir zum Satz tber die linearisierte Stabilitdt, welcher die Stabilitéitsfrage
fiir nichtlineare Systeme auf die linearer Systeme zuriickfiihrt. Davor benétigen wir allerdings
noch ein Hilfslemma iiber die Losung von Systemen der Form v/ (t) = Ay(t) + b(t).
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Lemma 172. Es sei A € K”" und b € C°([;K") und M € C*(R; K"*") eine Fundamen-
talmatrix fiir das homogene System 2/(t) = Az(t). Dann ist fiir alle t; € I und y, € K
die eindeutige Losung von

{y@%=Am0+b@)(t€D (901)
y(to) = yo
gegeben durch

y(t) = A4(t)ﬂ4(to)_1yo-Fu/%-ﬁf(to-Ft — $)M(to) 'b(s) ds (902)

Beweis. Dies konnte man mit der Variation der Konstanten beweisen, siche Kapitel 1.
Wir zeigen es hier aber einfach direkt. Es sei y wie in (902). Dass y(to) = yo ist, ist
mit Formel einsichtig. Nun rechnen wir nach, dass die DGL erfiillt ist. Dazu: Wir
beobachten zuniichst, dass fiir alle h € C1(R?) gilt

% ) h(t,s) ds = /to (%(t, s)) ds + h(t,t). (903)

Dies sieht man so: Definiere F'(uy,uy) := ftZQ h(uy,s) ds und berechne mit der mehrdi-
mensionalen Kettenregel

d [? d oF 1 oF oF
p 5 h(t,s) ds = %F(t,t) = (8u1 (t,t) ‘auz (t t)) (1) 7, —(t,t) + 6_1@@ ,t). (904)

Schreibt man sich nun aus dass gf (ug,us) = (ug,s), und g_j;(U]_,’UQ) = h(uy,us),

8u
so folgt - ) direkt aus . Nun koénnen er differenzieren. Man hat

u2 Oh_

y@zMWM%Wm+%[M%+pr%YW$® (905)
M ()M (to) yo + /t: M'(to +t — s)M(to) *b(s) ds + M(to +t — t)M(to)"b(t)
(906)
Lemma [ AM ()M (to) " yo + /t: AM (to +t — )M (to)~'b(s) ds + M (to) M (to)~'b(t)
(907)

= (M(t)M(to)lyo + / t M{(to +t — 8)M(to) " b(s) ds> +b(t) = Ay(t) + b(t).
! (908)

Die Behauptung folgt.
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Satz 173. LINEARISIERTE STABILITAT. Es sei f € C*(G;R") und € R" ein Aqulibrium
fir f. Sei A:= Df(y) € R™*".

(I) Ist maxyer(a)Re(A) <0, so ist § asymptotisch stabil.

(IT) Ist maxyeqo(a) Re(A) > 0, so ist 7 instabil.

. J

'd )

Beweisidee. Wir zeigen nur Teil (I). Es sei G; = {w —y : w € G}. Aus der totalen

Differenzierbarkeit von f folgt, dass es ein r : Gy — R" mit lim,_, % = 0 und

fW) = @) =Df@)y—9)+rly—9) =Aly—9) +rly—1). (909)

Definiere nun fiir fixiertes yo € G die Funktion y(t) := ¢(t,yo) und z(t) := y(t) — gy, fur
t € [0,t(yo)). Wir verwenden auch die Kurznotation ¢, := t,(yo). Fiir t € [0,¢,) gilt
dann

Z(t) =y ()= fly®) = fy(®)—f (@) = A —7)+r(y(t)—7) = Az(t)+r(2(t)). (910)
Da lim,_,o "2 o ‘ ) — (0 gibt es zu jedem 7 > 0 ein p > 0 so, dass B B,(y) € G und
|20l <p = [r(z0)] < nlzl. (911)

Seien nun M, o wie in Anmerkung . Das bedeutet laut , dass fiir eine Fundamen-
talmatrix M € C'(R; R™") von v/(t) = Av(t) gilt, dass

IM(t)M(0)7 Y| < Me™" Vvt > 0. (912)

Waéhle nun 1 > 0 so, dass Mn—o < 0. Fiir dieses n wihle ein p > 0 wie in . Sei nun
e > 0 beliebig vorgegeben. Setze § := min{p, e}. Sei nun y, so, dass |y0 — y| < 0 und
y, z gewahlt wie oben. Definiere

2M+1

ty =sup{t € [0,ty) : |2(s)] < p Vs € [0,t]}. (913)

Wir werden zeigen, dass t; = ¢, (woraus iibrigens auch folgt, dass ¢, = oo, denn 2(t) €
B,(0) fiir alle ¢ € [0,¢;) impliziert, dass y(t) € B,(yo) fiir alle ¢t € [0,¢). Das heifit aber
dass keine Escape oder Blow-Up-Situation auftrteten kann, weil B,(yo) eine beschrinkte
Teilmenge von G ist). Beachte, dass t; > 0, da |2(0)] = |yo — §| < 0 < p, nach der Wahl
von §. Angenommen nun t; < t,. Dann gilt |z(¢;)| = p. Gleichung impliziert nun,
dass z eine Losung ist von

{z’(t) = Az(t) +b(t) (t € (t_,ts))

mit b(t) = r(z(t)). (914)
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Wendet man nun die Lésungsformel in Proposition mit o = 0 an, so erhélt man

() = MOMO) oo =)+ [ M= M0 s) s
= MM (0= 5)+ [ Mt = MO e(6) s
Wir folgern fiir ¢ € [0, £,]
=01 < IMOMO) oo =)+ [ 1M = 905D ds
< IMOMO) o= 51+ [ 11341 = MO | )] ds

t
< Me o~ gl + [ Me r(2(5))] s
0 W—/
<nlz(s)| da s<ti, vgl. ,

¢
< Me "y — | + e”t/ Mne®®|z(s)| ds.
0

Multiplizieren wir mit e”*, so ergibt sich fiir ¢ € [0, ;)

t
O] < Mlgo — 31+ [ (€]a(5)) M ds
0

d.h. mit u(t) := €?*|2(¢)| haben wir fiir ¢ € [0, ¢;)

t
u(t) < Mo~ + [ u(s)Mds
0
Mit dem Gronwall-Lemma folgt
eot|2()] = u(t) < Mlgo — gle™™ ¥t € [0, 1)

und somit
2(t)| < Mlyo — gle™M"=" Vit e [0,t).

Zuerst folgt daraus mit ¢t — ¢; und Mn — o < 0 und der Wahl von ¢

1
p=|z(t)] < Mlyo — g™~ < M5 < —min{p,e} < p,

(915)

(916)

(917)
(918)

(919)

(920)

(921)

(922)

(923)

(924)

(925)

also ein Widerspruch. Wir folgern ¢; = ¢, und (wie oben schon erkldrt) auch t; = oo.

Somit lasst sich (924)) fiir alle ¢ € [0, 00) benutzen. Wir folgern, dass fiir ¢ > 0 gilt

_ _ o L.
[y(t) =31 = 2(t)] < Mlyo — gle"7" < M < S minf{p.c} <.
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womit O (yo) C B:(y) gezeigt wiire. Die Stabilitét folgt. Verwenden wir (924]) noch einmal
fiir alle ¢ € [0, 00), so erhalten wir

lim sup |y(t) — 7| = limsup |2(¢)| < limsup M|y, — gle™"= = 0. (927)
t—00 t—00 t—r00

Beispiel 174. Wir betrachten wieder die SIR-Endemie, d.h.

—Qz122 + Y23 i
f(z1,29,23) = | az120 — Bz a,B,v>0,— < 1. (928)
Q
Bz — V23

Wie schon in Beispiel interessiert und das Verhalten nur auf der zuldssigen Menge

Z = {(21,22,2) € (0,1)° : 21 + 25 + 23 = 1}. (929)

Wir haben in Beispel |166| gesehen, dass ¢ := (g, %:T_g’ g:T_g) € Z ein Aquilibrium ist.

Wir wollen dieses nun mit Satz auf Stabilitdt untersuchen. Dazu berechnen wir

—QZy —Qzy Y
Df(Zl, 29, Z3) = (095 azy — ﬁ 0 . (930)
0 ]
Somit ergibt sich mit § := g%
—ad —f v
A=Df(y)=Df(2,6,255)=( a5 0 0 |. (931)
0 5 =

Wir berechnen das Sprektrum von A. Dazu
—ad— N —pf v
det(A — M) = det ad - 0 (932)
0 B —y—=2A

= (a8 = N) (=7 = () + 7066 — (s~ — ) (933)
= (—ad = N)(—=y = N (=) +yadf — fady — NG (934)
= (—ad — N (=7 = N (=) + yad — Bady + Boa(—N) (935)
= (=N)[(@d + X)) (v + ) + Boq] (936)
= (=N + (ad + A+ ad(y + )] = (A +0)(A = M)A = Ag)  (937)
wobei
Ao = _a(52—l— B + \/(aé 1— 7) — ady — adf. (938)
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Insbesondere o(A) = {0, A1, A2} Ist der Term unter der Wurzel nun negativ, so ist die

Wurzel rein imagindr und Re(\;) = Re()g) = —@ < 0. In diesem Fall ist also

maXyeqs(4) Re(A) = 0. Ist der Term unter der Wurzel nichtnegativ, so gilt fiir ihn

) 2 0 2
og@—aay—a55<w (939)
und somit
2
Og\/@—aév—a6ﬁ<w. (940)
Dies impliziert, dass
2
Ao = _0452—1—7 + \/(aéiv) —ady —adf < —0“5;7 + _a52+7 =0 (941)

und somit wiederum Re(A;), Re(A2) < 0. Wir folgern auch in diesem Fall maxyec,(4) Re(X) =
0. Es kann also in keinen der beiden Fillen eine Aussage iiber die Stabilitiat getroffen wer-
den.

. J

Beispiel 175. Im vorigen Beispiel haben wir die SIR-Endemie y/(¢) = f(y(t)) mit

—uz129 + V23 Yy (1) —ay;(t)y2(t) +vys(t)
f(z1,20,23) = | az120 — B2 dh. [ gh(t) | = | ayi(t)y2(t) — Bya(t) | . (942)
Bzg —v23 Y3 () Bya(t) — yys(t)

So wie wir hoffen spielt sich die ganze Endemie nur in der zuldssigen Menge
7 :={(21,20,23) € (0,1)* : 21 + 25 + 23 = 1} (943)

ab, d.h. y3(t) = 1 —y1(t) — y2(t). Diese Bedingung kénnen wir in die Differentialgleichung
einsetzen. In dem Fall ergibt sich

y1(t) = —ayi(t)ya(t) + (1 = 31() — y2(t)) (944)
und
Ys(t) = ayr(t)ya(t) — Bya(t) (945)

(und y4(¢) brauchen wir gar nicht anzugeben, da es bereits aus der Bedingung ys(t) =
1 — y1(t) — y2(t) berechnet werden kann). Wir erhalten das neue DGL-System

(yw)) _ (—ay1<t>y2<t> + (1= pi(t) - m(t))) . (946)

Ya(t) ayy(t)y2(t) — Bya(t)
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Wir kénnen nun die Aquilibria dieser DGL berechnen und diese wiederum auf Stabilitéit
untersuchen. Hierzu suchen wir zunichst die Nullstellen von

x [ —aznz+ (1 — 2 — 2) 9
f(Zl, 22) = < o2y — ﬂZg (21,22> S (O, 1) . (947)
Das einzige Aquilibrium in (0,1)? ist § = (g, gj;g) € (0,1)% Mit der Formel
= [—azy =y —az — vy
Df(Zl,ZQ) = ( s az — ,8 > (948)
und der Notation ¢ := %:-‘F;CBX berechnen wir die Jacobi-Matrix am Gleichgewichtspunkt
A=pi@) =i = ("0 7). (949

Wir berechen nun die Eigenwerte

—ad — v

det(A — \I) = det( o5

—50_ 7) =X+ (ad + A+ ad(B +7) (950)

Dieses Polynom ist dasselbe wie in der eckigen Klammer (937)). Damit sind seine Nullstel-
len gegeben durch Aj, Ay wie in (938). Wir haben im vorigen Beispiel bereits diskutiert,
dass stets gilt, dass Re(A;), Re(\2) < 0. Es folgt

max Re(\) < 0. (951)
A€o (A)

Somit ist y asymptotisch stabil. Wir haben fiir die SIR-Endemie also doch noch eine
Stabilitatsaussage herleiten kénnen. Dass das noch geklappt hat lag an im Wesentlichen
dem Integral der Bewegung yi(t) + y2(t) + y3(t) = 1. Denn durch dieses konnten wir die
Dimension reduzieren.

. J

4.3 Invariante Mengen

Unsere Berechnungen im vorigen Kapitel iiber die SIR-Endemie (s. Beispiele , ,
beruhen auf der Annahme, dass sich der Fluss (zumindest fiir postive Zeiten) stets in der
zuléssigen Menge

7 = {(21,20,23) € (0,1)* : 2y + 20 + 23 = 1} (952)

aufhélt. Dass das tatséchlich so ist, haben wir aber nie bewiesen. Jetzt wollen wir diesen
Sachverhalt ergriinden. Es sei im Folgenden stets f € Cﬁ)’cl(G; R™) und ¢ : A — G der zu f
assoziierte Fluss.

Definition 176. INVARIANZ VON MENGEN. Eine Menge M C G heif3t

1. positiv invariant falls yo € M stets impliziert, dass O (yo) C M,
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L 2. invariant falls yo € M = O(yo) C M. J

Proposition 177. BAHNEN SIND INVARIANT. Fiir alle zp € G ist M := O(z) eine
invariante Menge.

Beweis. Es sei o € M = O(z), d.h. yo = é(t, 2) fiir ein t € 1(0,z). Es gilt nach
Proposition [I61], dass
O(o(t, 20)) = O(z0) = M. (953)

und somit schlieBlich O(yy) = O(é(t, 20)) C M. Die Behauptung ist gezeigt.

| J

Eine weitere Klasse invarianter Mengen sind Einzugsgebiete.

' )

Definition 178. Es sei f € CO’I(G; R™) und 7 € G ein Aquilibrium von f. Wir definieren

loc
dann das Finzugsgebiet von gy durch

B() = {0 € G 1(0.30) > [0,5¢) und. Jim 6(s.90) = 3} (954)

' )

Anmerkung 179. Mit Deﬁnitionsieht man: Ein Aquilibrium ¢ von f ist genau dann
attraktiv, wenn es § > 0 gibt mit Bs(y) C E(7).

| J

4 N\

Proposition 180. INVARIANZ DES EINZUGSGEBIETS. Es seien f, § wie in Definition
Dann ist E(y) eine invariante Menge.

(. J

' )

Beweis. Es sei yo € E(y). %, : O(yo) C E(y). Dazu sei z € O(yo), etwa z = ¢(t, yo) fiir
ein t € 1(0,yo). Wir berechnen mithilfe der Flusseigenschaft (D2) aus Lemma

li = li t = i t = i S = y. (955

Jim ¢(s,2) = lim ¢(s, 6(t0)) = lim (s +t,90) = Hm é(5,50) = 9 (955)
Es folgt somit, dass z € E(y), was zu zeigen war. [Eine kleine Subtilitit bleibt: Wir hétten
némlich noch zeigen miissen, dass 1(0, z) D [0, 00). Dazu: Sei (0, z) = (t-(0, 2),t4(0, 2)).
Wie in Lemma zeigen wir 1(0,z) = 1(0,¢(t,y0)) = 1(0,y0) — t. Das bedeutet, dass
t+(0,2) =1t4(0,99) —t = 0o — t = 00. Die Behauptung folgt.]

4.3.1 Ein Invarianzkriterium fiir abgeschlossene Mengen

Im Folgenden besprechen wir ein Kriterium, welches benutzt werden kann um die positive
Invarianz abgeschlossener Mengen zu zeigen
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Satz 181. Es sei f € CO’I(G; R™) und es sei A C G abgeschlossen. Ferner gelte

loc

lim sup dist(z + hf(x), A)

h—0+ e A h =0 (956)

Dann ist A positiv invariant.

.

(

Beweis. Definiere fiir h € (0,1)

w(h) = % supdist(x + hf(x), A). (957)

z€A

Nach der Vorraussetzung gilt limj,_ oy w(h) = 0. Wir beweisen zunéichst folgende
Zwischenbehauptung. Fiir alle z € 0A gibt es ein § > 0 mit ¢(t,2) € A fur alle
t €10,0).

Dazu: Es sei z € 0A (insbesondere z € G, da A C A C G). Dann gibt es R > 0 mit
Bor(z) C G. Nun gibt es § > 0 mit ¢(¢,2) € Bg(z) fiir alle t € (—6,6). Beachte, dass
f auf dem Kompaktum Bsg(z) eine globale Lipschitzbedingung erfiillt, d.h. es gibt L > 0
mit

[f(22) = f(z1)] < Lz — 1] Va1, 25 € Bar(2). (958)
Definiere aufierdem C' := max,, .z [f(w)|. Definiere p : [0,6) — R durch

p(t) = dist(¢(t, 2), A). (959)

Beachte: Fiir alle t € [0,0) gibt es ein ¢ € A mit p(t) = |p(¢, 2) — q:]. AuBerdem ist
p(0) = dist(z, A) = 0. Ferner gilt ¢; € Bag(z) fur alle t € [0, 9), denn

12— @l < |z = ¢(t 2)| + |(t 2) — @il = [z — ¢(t, 2)| + dist(6(2, 2), A) (960)
:A ’Z - ¢(t>z)’ + |¢(t,Z) - Z‘ =2 ’Z - ¢(t> Z)’ <2 (961)
2€ —_——

<R da ¢(t,2)€BR(2)
Da ¢q; € A gibt es nach fir alle h € (0,1) ein p;p, € A mit
g0 + 1f (qe) — peal = dist(q + hf(qr), A) =< w(h)h. (962)
Sei nun s € (0,1) mit ¢ + s < . Dann gilt

p(t+s) = dist(o(t + 5, 2), A) < ot +5,2) = prs| < [D(E+5,2) = 6(t, 2) — sf(o(t, 2))

+ ot 2) —aqr + @+ sf(ar) — prs + s(f(@(, 2)) — flar))] (963)
< |¢(t + s, Z) - ¢(t7 Z) - 3f(¢(t7 Z))| + |¢(t7 Z) - Qt| + |Qt + Sf(Qt) - pt,sl (964)
+ s[f(o(t, 2)) — fla)l. (965)
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Wir bemerken: Der zweite Summand ist p(¢). Fir den vierten Summanden gilt (da

¢(t,z) € B,(2) C Ba(z) und ¢; € B(z) wegen (961)) mit (958), dass
slf((t, 2)) = fla)| < sLIg(t, z) — a| = sLp(t) (966)
Fiir den dritten Summanden in gilt
gt + sf(a) — prs| = dist(q + sf (@), A) < w(s)s. (967)
Wir folgern mit den zwei vorigen Gleichungen und , dass
plt+5) < |6t +5,2) — B(t, 2) — sF(O(t 2)| + pt) +w(s)s + sLo(t).  (968)

Beachte nun

|§b(t + s, Z)_¢(t7 Z) - Sf(¢(t’ 2))| = (¢<T7 Z)) dr — 3f(¢(tv Z) (969)

t+s
< / F((r.2)) — F((t, 2))] dr

(970)
<L/t+s\¢>(r ) —é(t,2) dr = L /

/ /|f u, z))| du dr < LC/ / du dr (972)
#(u,2)EBR(z)

t+s
/t (F(6(r.2)) — F(8(t,2)) dr

o(u, z)) du

(971)

r= t+s
= LC’/ (r—t)dr=LC [ (r—1t) } = —LCs < LCs*. (973)
t r=t
In (968) eingesetzt erhalten wir
p(t +s) < p(t) + sLp(t) +w(s)s + LCs>. (974)
Umgestellt bedeutet das
p(t+s) — p(t) < sLp(t) + s(w(s) + LC's). (975)
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Wiéhle nun ¢, € [0, ) beliebig. Dann gilt fiir ein beliebiges n € N

p(to) = p(to) — Zp ko) — Zp (BLto + ) — p(E2te)  (976)

n

< (2 Lp(Etto) + 2 (w(le) + LCR)) (977)
(©78) mit 82%0 k=1
= to(w(2) + LCL) + Lty Y _ +p(*=2) (978)
k=1
= to(w(%2) + LOL) + LY~ p(E2t0) (Eto — E1) (979)
k=1

Der letzte Term ist fiir jedes n € N eine Riemann’sche Zwischensumme der Form Y, p(&)
xj—1) fiir eine (dquidistante) Unterteilung {zo, ..., z,, } des Intervalls [0, to] und & € [zx—1, ¢
fiir alle k. Da p stetig ist, ist p auch Riemann-integrierbar. Deswegen konvergieren die Rie-
mann’schen Zwischensummen beziiglich der dquidistanten Unterteilung gegen fot *p(7) dr.
Gehen wir in zum Grenzwert iiber, finden wir also (weil w(h) — 0 fiir h — 0+)

p(to) < to(0+ LCO)+ L /Oto p(r)dr =1L /Oto p(T) dr. (980)
Mit dem Gronwall-Lemma folgt
p(t) < p(0)e" =0 Vt€l0,6). (981)
Ende der Zwischenbehauptung. Nun zum eigentlichen Beweis. Es sei yy € A. Sei
ty :==sup{t € (0,t4) : ¢(7,90) € AVT € [0,1]}. (982)

Wir zeigen t; = t,.. Wire t; < t, so wére ¢(t1,y0) € 0A (denn wegen der Abgeschlossen-
heit von A muss es ein Element in A sein und es kann wegen der Maximalitidt von ¢; nicht
im Inneren von A liegen). Definiere z := ¢(t1,yo). Nach der Zwischenbehauptung gibt es
§ > 0 mit ¢(s,2) € A fiir alle s € [0,). Dann folgt aber fiir alle ¢t € [t1,t; + 9)

o(t,y0) = ¢t —t1 +t1,90) = Ot — t1,0(t1, 0) = d(t —t1,20) € A (983)

dat —t; €]0,9). Dies widerspricht der Maximalitéit von ¢y, siehe die Definition von ¢; in
(1982)).

Beispiel 182. Gegeben sei wieder die SIR-Endemie, d.h.

—Q2129 + Y23
f(z1,20,23) = | azi122 — B2 (o, 8,7 >0) (984)
Bry — V23
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Wir zeigen nun zuerst, dass

A= {(21,20,23) 7 €[0,13: 21 + 2 + 23 = 1} (985)
eine invariante Menge ist. Beachte hierfiir, dasss

A ={(z1,2,2)" €[0,00)%: 21 + 20 + 23 = 1}. (986)
Dazu betrachte z = (21, 22, 23)7 € A und berechne

21 — hazizo + hyzs
Z+ hf(Z) = (21, Z9, Z3)T + hf(zl, 29, Z3) =\|z+ hOéleg - hﬁZQ (987)
23+ hBze — hyzs

Beachte
(21 —hazizo+hyzs) + (20 + hazizo —hfBz) + (23 + hfBzg — hyzs) = 21+ 22+ 23 = 1. (988)

Wir behaupten nun, dass fiir 2 € (0, min{%, 2, 1}) gilt dass z + hf(z) € A. Dank (988
geniigt es zu zeigen, dass jede Komponente in (987)) in [0, 00) liegt. Fiir die erste Kompo-
nente gilt

21 — haziza + hyzs > 21(1 — hazy) > 21(1 — ha(z1 + 22 + 23)) = 21(1 — ha) >0, (989)

weil h < é Fiir die zweite Komponente gilt
2o + hazizo — h3zo > 29(1 — hB3) > 0, 990
2 +H261_2' Bza > 2z B) > (990)
weil h < % und analog
23+ hBzy — hryzg > z3(1 — hy) >0, (991)
weil h < % Wir folgern: Fiir i € (0, min{g, 3, %}) gilt
%dist(z FRF(2),A) =0 Vr€ Al (992)
und somit
hlif& ilelg dist(z +£Lf(:c), A) _ hHOJﬁhiﬁ{é,%% sup dist(z —|—£Lf(:r;), A) _0. (993)

Die Invarianz von A ist gezeigt.

(.
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Beispiel 183. Es sei f wie im vorigen Beispiel. Mit der Erkenntnis aus dem vorigen
Beispiel kann man auch leicht zeigen, dass fiir alle yy € A eine eindeutige rechtsglobale

maximale Losung von
y'(t) = fy())
{y<o> — 40 (684)

existiert. (Beachte hierzu: A ist beschrénkt, deswegen kann in A keine Blow-Up Situation
stattfinden)

. J

Beispiel 184. Wir betrachten wiederum eine Losung y € C'(J; R?) der SIR-Endemiegleichung
y'(t) = f(y(t)) mit

—QZ129 + Y23
f(z1, 20, 23) = | azi129 — 2o (o, 8,7 >0) (995)
Bza — 23

In den letzten Abschnitten haben wir auch immer behauptet, dass die nicht-abgeschlossene(!
Menge Z := {(z1, 22, 23)7 € (0,1)3 : 21 + 25 + 23 = 1 invariant ist. Fiir nichtabgeschlossene
Mengen lésst sich unser Kriterium nicht anwenden. Wir kénnen aber unser Wissen bereits
anwenden, dass A invariant ist. Es gilt dann néamlich falls y(0) € Z, dass

Y1) = —ayn(t)y2(t) + 7ys(t) = —awi(t)ya(t) = —aw (t) (996)
und somit 4 log(yi(t)) > —a. Wir folgern
log(yi(t)) > logy1(0) —at VL >0 (997)

und daher
y1(t) > y1(0)e™ ™ Vt > 0. (998)

Ist also 31(0) > 0 so folgt durch diese Gleichung auch y;(¢) > 0 fiir alle ¢ > 0. Analog
zeigt man yo(t) > 0 und y3(t) > 0 fiir alle ¢ > 0 und folgert die Invarianz von Z.

. J

4.4 Bonussektion. Asymptotik

Was macht eine SIR-Endemie fiir grofle Zeiten? Nahert sie sich immer dem endemischen
Gleichgewicht § € Z an? Oder stirbt sie aus? Konnte sie nicht sogar immer periodisch
schwanken?

(Beachte: Fiir die Asymptotik miissen wir in Z anstatt Z arbeiten, weil die Endemie sich
auch dem Rand von Z anndhern kann.)

Definition 185. OMEGA-LIMESMENGE. Es sei f € C2H(G;R") und yo € G mit 1(0,y0) D

loc
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[0,00). Dann definieren wir die Omega-Limesmenge

w(yo) :={z € R" : 3(¢;) en C [0,00),t; — 0o mit z = jlijélo é(tj,y0)}- (999)

(. J

Mit der Omega-Limesmenge beschreiben wir das asympotische Verhalten

4 N\

Proposition 186. Essei f € Co’l(G :R") und € G ein asymptotisch stabiles Aquilibrium

loc

von f. Sei yo € G. Dann gilt y € w(yo) = yo € E(y) (und insbesondere w(yy) = {¥})

J

'd )

Beweis. Es sei 6 > 0 so, dass zy € Bs(y) = limy_,o ¢(t,20) = . (Ein solches § > 0
existiert, weil g € G attraktiv ist). Da y € w(yo) gibt es eine Folge t; — oo mit ¢(t;,yo) —
y. Insbesondere gibt es ein j, € N mit ¢(t;,, vo) € Bs(y). Es folgt mit der Wahl von ¢

tliglo ¢(t7 (ZS(th, yO)) =Y. (1000)

Wegen der Flusseigenschaft folgern wir

Hm Gt + 5, 50) = - (1001)
Mit 7 =t + t;, lernen wir
lim ¢(7, o) = ¥, (1002)
T—00

was gerade bedeutet, dass yo € FE(y). Ferner folgt aus dieser Tatsache, dass fiir jede
beliebige Folge (s;) ey mit s; — oo gilt

lim ¢(s;,y0) = lim ¢(7,50) =7, (1003)
Jj—00 T—00

weswegen w(yo) = {7}

|\ J

Man konnte hier an der Stelle noch viele andere interessante Eigenschaften der Omega-
Limesmenge zeigen. Wir wollen aber schnellstmoglich zur Beschreibung der SIR-Endemie
kommen und verzichten daher an der Stelle.

4.4.1 Asymptotik planarer Systeme

Wir lernen nun den Satz von Poincare-Bendizson kennen, der das asymptotische Verhalten
planarer dynamischer Systeme beschreibt. Planar bedeutet hier, dass G C R2.

4 \

Satz 187. SATZ VON POINCARE-BENDIXSON Es sei G ¢ R? und f € C2H(G;R?). Es

loc

sei Yo € G so, dass O(yp) eine kompakte Teilmenge von G ist. Dann tritt genau einer der
folgenden zwei Félle auf

1. Es existiert ein Aquilibrium 7 € G von f mit 7 € w(yo).

2. y'(t) = f(y(t)), (t € R) hat eine periodische Losung y,e, € C'(R;R?) und w(y) =
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Yper (R),

(Hierbei heifit eine Funktion f : R — R? periodisch, wenn es ein p > 0 gibt mit f(z+p) =
f(z) fir alle x € R)

[

Ohne Beweis.

Mit anderen Worten: Fiir jeden Anfangswert yo konver

(

Anmerkung 188. In hoheren Dimensionen als 2 gilt ein solches Resultat nicht. Ein gutes
Beispiel dafiir ist das folgende. Seien a;y, ay > 0 so, dass 3—; Z Q. Sei G = R* und betrachte

) 0 1 0 0
Yh(t) = —oqy(t) , e 000
dh. y(t) = y(t). 1004
ys(t) = yalt) ®) o o0 o 1|v® (1004)
yi(t) = —anys(t) A0 Ov—aQ 0)
=A

Man kann A in zwei 2 x 2 Blockmatrizen aufteilen. Man findet dann durch Diagona-
lisieren wie in Kapitel 1 heraus, dass es S;,Sy € C?*2 invertierbar gibt, so, dass fiir

- S0 Ax4
S.—(O SQ)GC gilt

M(t) = Sdiag(e't, it giazt o—iozty, (1005)

Dann gilt fiir alle 2o € R*, dass ¢(¢, z9) = M (t)M(0)~' 2. Mit dieser Formel (oder einfach
durch explizites Nachrechnen) kann man auch sehen, dass

o(t,(1,0,1,0)") = (cos(ayt), sin(ayt), cos(ast), sin(ast)). (1006)

Sei von nun an ¥, := (1,0, 1,0)T. Wir zeigen, dass keiner der beiden Fille in Satz m
auftritt.

ZU FALL 1. Man iiberzeugt sich leicht, dasss A invertierbar ist und deswegen y = 0 das
einzige Aquilibrium ist. Da |e'1t| = |e?®2| = 1 fiir alle ¢ € R gilt jedoch fiir jede Teilfolge
(t;)jen mit t; — oo, dass diag(e'®1t, el eio2li e02li) 4 (). Somit gilt 0 & w(yo), wes-
wegen also kein Aquilibrium in der Omega-Limesmenge liegt.

7ZU FALL 2. Wir bestimmen zunéchst alle periodischen Lésungen von . Angenom-
men, zy € R? erfiillt, dass ¢(t,29) periodisch ist, d.h. es gibt ein p > 0 mit ¢(¢, z) =
d(t + p, 20). Insbesondere M ()M (0) " 2o = M (¢t + p) M (0) " zy. Mit schliefen wir

M(t + p) = Sdiag(e'+9) miea(tp) giaz(ty) o—iaa(t+p)) (1007)

Sdi&g(ezalt, e—za1t7 ezagt, e—za2t>diag(eza1p’ e—zcupﬂ ezazp’ e—zagp) (1008)

ez+'u) —eZeWw

= M (t)diag(e'™P e 1P ¢lo2P oio2p), (1009)
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Somit gilt M (¢)M(0)"'zq = M(t)diag(e®?, e~ "1P eio2P e~@2P) V() 2o und daher

diag(e®P e 1P el o=i2PY(N(0) 1 2g) = 1+ (M(0) ' 2p). (1010)

Falls 2y # 0 so ist aufgrund der vorigen Gleichung 1 ein Eigenwert von diag(e'®1?, e~1P_¢ia2p|

Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix sind aber gerade gegeben durch die Diagonalein-
trige. Wir folgern e P = 1 oder e***?P = 1. Insbesondere ist ap = 2k;7 fiir ein k; € N
und aop = 2kym fiir ein ky € N. Es kann jedoch nicht beides gleichzeitig eintreten, denn

ansonsten ware .
a1 1
— = —c Q. 1011
(6] k?g @ ( )

Fall 2.1. Es gelte a;p = 2k;7 und 52 € N, d.h. e¥*? = 1 und e**2? # 1. Aus (1010))
folgern wir, dass die dritte und vierte Komponente von M (0)~'2y Null sein muss, d.h.
M(0)"'zy € R?* x {(0,0)}. Insbesondere gilt zp = M(0)M(0) 'zg = S(M(0)'2) =
(%1 5(’)) M(0)"'zy € R? x {(0,0)}, wegen der Blockstruktur von S.
2

Fall 2.2. Es gelte aop = 2kym und 32 ¢ N, d.h. ¥ = 1 und e¥? # 1. Ganz
analog zu oben erhilt man 2, € {(0,0)} x R% Gébe es nun eine periodische Lisung
Yper € CHR;R?) mit w(yo) = Yper (R) so miisste w(yo) entweder einen Punkt in R*x{(0,0)}
oder {(0,0)} x R? enthalten. Wir sehen aber

dist(o(t, yo), R? x {(0,0)}) = dist((cos(at), sin(at), cos(ast), sin(ast))”, R?* x {(0,0)})
(1012)

> |(cos(ant), sin(ast))| =1 > 0. (1013)

Analog zeigen wir auch, dass w(yy) keinen Punkt in {(0,0)} x R? enthalten kann.

J

Unsere SIR-Endemie konnen wir durchaus als planares System auffassen. Sie ist zwar drei-
dimensional, kann aber auf ein zweidimensionales System reduziert werden, siehe [I75]
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